Corrigé de [examen d algébre linéaire N°1 (Mai 2005)
El Methni M

Exercice | :
1) Montrer que I=M10)€E ; J=Mo,1y€E et 0=M ) <E.
2) a) Soit A=My,)€E et B=Mn)€E alors, apres calcul, A+B=My+a, y+b)€E.
b) Soit A=My)<E et LeR alors, aprés calcul, AA=M 1y €E.
c) E est un sous-espace vectoriel de 9,(R).
3) a) Soit A=M,)<E alors, apres calcul, A=x1+yJ
b) Posons x1+yJ=0 et montrons que x=y=0.

10 0 1 X y 00
Xl +yJ =X +y = = =x=y=0
01 -1 1 -y X+Yy 00

c) Les deux questions précédentes établissent que I et J constituent une base de E et donc
dimE=2

) (—1 1] (—1 Oj (0 1]
4)a) J° = = + =1+
-1 0 0 -1) (-1 1

b) Soit A=My)€E et B=M)€E alors, aprés calcul, A.B=(xI+yJ)(al+bJ)=xal+(xb+ya)J+yhJ?
or J?=-1+J alors, aprés calcul, A.B=(xa-yb)l+(xb+ya+yb)J<E.
5) a) detM xy)=x+xy+y’

b) Si x?+xy+y*>0 alors il est évident que (x,y)=(0,0)
Inversement supposons (x,y)=(0,0) alors x*+y*>0. Si x et y sont de méme signe alors xy>0 et donc
x*+xy+y>>0. Si x et y sont de signes contraires alors -xy>0 et comme x?+xy+y’= x*+2xy-
Xy+y’=(x+y)*+(-xy)>0.

¢) Comme detM(x,y):x2+xy+y2 alors, d’apres (b), a part 0 toutes les matrices de E sont
inversibles.

d) Soit A=My)€E calculons I’inverse de A par I’'une des méthodes usuelles
[ E— Z(Hy yj:M =

X+xy+yil Yy x [7” oy ]

X2 +xy+y? X2 +xy+y?
6) a) Soit A=M,)€E et B=M € E on vérifie immeédiatement que ¢(A+B)=p(A)+¢(B) et
@(AA)=A@(A).Par ailleurs (x,y)=(0,0) = x=0 et y=0 alors Ker@={0}, et donc ¢ est injective et
comme E et R? sont de méme dimension (2) alors ¢ est un isomorphisme.

b) o(1)=(1,0)=1(1,0)+0(0,1) et o(J)=(0,1)=0(1,0)+1(0,1) donc A:((l) (1)J

Exercice 11 :
1) D=(X*+y?+2° +1t%)I,
2) detD= det(x*+y*+7°+t%)1,= (X* + y* + 2% + t?)*
3) detD=detA'A=detAdet' A=detAdetA=(detA)? donc detA=+(x? + y® + 22 +t2)*. L’examen du
coefficient de x* montre que detA=(x* + y? + 22 +t?)?

4) Les matrices A inversibles sont celles dont le determinants est non nul, autrement dit les
matrices A pour lesquelles I’un au moins des quatre coefficients x, y, z ou t est non nul.
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