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|. Généralités sur les matrices

I-1. Définitions et premieres propriétés
Définition 1 : Etant donné un couple d’entiers naturels (n,p) eN*xN*, on appelle_matrice a

coefficients réels la donnée d’une suite finie double de nombres réels (a;) i=1,...,n
j=1,...,p. On présente une telle matrice sous la forme d’un tableau a n lignes et p
colonnes.

ay & e Ay
Ay 8y ay; )
a &, q; a
T W -

ajj est le terme général de la matrice, i est I’indice de ligne et j I’indice de colonne. les
nombres a;; sont les éléments (ou termes ou coefficients) de la matrice. Une matrice a n
lignes et p colonnes et de terme général a;; est dite de format nxp et est notée A=(a)
i=1,...,n j=1,...,p. Ouencore A=(a;) s’il n’y a pas d’ambiguité sur n et p.

On note Mnp(R) I’ensemble des matrices de format nxp a coefficients réels.

Cas particuliers :

(@) Si p=1etn>1: On dit que A est une matrice colonne. Une matrice colonne est dite
colonne nulle si tous ses coefficients sont nuls. Elle est dite non nulle dans le cas contraire.
Une matrice colonne est souvent appelée vecteur colonne.

On note R." I’ensemble des matrices colonnes a n lignes a coefficients réels.

On appelle matrices colonnes canoniques (ou vecteurs colonnes canoniques) les matrices
colonnes g; dont tous les termes sont nuls sauf le terme situé a la i°™ ligne, et ce dernier
vaut 1

(b) Si n=1 et p>1: On dit que A est une matrice ligne. Une matrice ligne est dite ligne
nulle si tous ses coefficients sont nuls. Elle est dite non nulle dans le cas contraire. . Une
matrice ligne est souvent appelée vecteur ligne.

On note RP I’ensemble des matrices ligne a p colonnes a coefficients réels.

On appelle matrices lignes canoniques (ou vecteurs ligne canoniques) les matrices lignes f;
dont tous les termes sont nuls sauf le terme situé a la j°™ colonne, et ce dernier vaut 1

(c) Si n=p=1: La matrice A=(a;1) est identifiée a a;;

(d)Sivi=l1,...,n Vj=1,...,p a;j = 0 : On dit que A est la matrice nulle. On la note Op,y
(ou 0 et on dit zéro)

(e) Sin=p : Ondit que A est une matrice carrée. Au lieu de dire de format nxp, on dira
d’ordre n.

On note My(R) I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

(f) Si n=p et Vi=j a;; = 0: Ondit que A est une matrice diagonale. On note

A =diag(ais, az,..., am)-

(9) Si A =diag(a, a,..., a) : On dit que A est une matrice scalaire.

(h) Si A=diag(1, 1,..., 1) : On dit que A est la matrice identité et on note A=I, ou encore
A=l. On utilisera aussi une notation pratique : A = (3;;) ou &;; est le symbole de Kronecker
défini par : 8 =1sii=j] etd;=0sii=

(e) Sin=p et Vi>j a;=0:On dit que A est une matrice triangulaire supérieure

(j) Si n=p et Vi <j a;; = 0 : On dit que A est une matrice triangulaire inférieure
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Définition 2 : Deux matrices A=(aj;) et B=(b;;) sont égales si :
(1) A et B sont de méme format
(2) Vizl,..., n ijl,..., p ajj = bij

Remarque 1 : Soit A=(ajj) € Mn.p(R). On désigne par A; = (ai1 aiz ... aip) les n lignes de A et

&
| a, . A - .
par A' = :2‘ les p colonnes de A. La matrice A peut étre considérée comme une suite
a,
A
finie de n lignes et notée A = A2 ou comme une suite finie de p colonnes et notée A

=(A* A%...AP)

I-2. Addition de matrices
Définition 3 : Etant données deux matrices A=(a;;) et B=(bj;) de méme format, leur somme est
la matrice C=(c;;) de méme format, dont le terme général c;; est donné par :
Vi=l,...,n Vj=1,...,p Cij = ai,-+bij Onnote: C=A+B
L’ opération qui a deux matrices A et B associe leur somme C est appelée addition.

Proposition 1 : Mn(R) muni de I’addition est un groupe commutatif

Autrement dit : I’addition est une loi de composition interne dans Mn.p(R) vérifiant les
propriétés suivantes :

e (@) L addition est commutative : pour tout A et B éléments de Mn.p(R) A+B = B+A

o (b) L’addition est associative : pour tout A, B et C éléments de Mn.p(R) A+(B+C)=
(A+B)+C . On écrira donc A+B+C.

e (c) L’addition admet un élement neutre : pour tout A elément de Mnp(R) A+0=0+A=A

e (d) Toute matrice A admet une matrice opposée : VA€ Mnp(R) IB € Mnxp(R)
A+B =B+A =0. On note B = -A.

I-3. Produit d’une matrice par un nombre

Définition 4 : Soit AeR et A=(ajj) € Mnxp(R) le produit de A par A est la matrice C=(c;;) de
méme format que A, dont le terme géneral c;; est donne par :
Vi=l,...,n Vj=1l,...,p cj=2AajOnnote:C=2AA
L’opération qui a une matrice A et a un réel A associe leur produit C = AA est appelée
Produit par un scalaire.

Proposition 2 : Soit (,) R? et A=(a;) et B=(bj;) deux éléments de Mn.(R) alors on a:
e (a) M(uA) = (AWA on écrira ApA

o (b) (A+p)A = AA+UA

e (c) M(A+B) = AA+AB

e (d)1IA=A
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Propriétés 1 : VAe My.p(R) Ona:

e (A)0A=0
o (b) A+A+...+A=nA
e (C)-1A=-A ce qui permet de définir la soustraction : A-B = A+(-B)

Definition 5 : Soit A1, A, ... A, knombres réels et A, Ay, ... Ac k éléements de My.p(R).
L’expression A1A; + Ao Az + ...+ LA est une combinaison linéaire des A.

Definition 6 : Soit A1, Ay, ... A, knombres réels et A, Ay, ... Ac k éléements de My.p(R).
L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des A; est appelé ensemble engendré par
les Ai. On le note [A1, Az, ..., AJ ouencore Gen(A1, Az, ..., A.

Deéfinition 7 : k matrices A1, Ay, ... Ax de Mnp(R) sont dite liées ou linéairement
dépendantes si I’une des ces matrices s’écrit comme combinaison linéaire des autres.

Definition 8 : Soit Ay, A, ... Ay, k éléments de Mn.p(R). On dit que ces k matrices sont
linéairement indépendantes ou libres si :
MALTF M Ao+ .+ MA =0 = =...= =0

Remarque 2 : Les deux définitions précédentes se généralisent évidemment aux lignes et
colonnes d’une matrice.

I-4. Produit de matrices

Définition 9 : Etant données deux matrices A=(a;;) de format nxp et B=(bj) de format pxq le
produit de A et B (dans cet ordre) est la matrice C=(cjx) de format nxq dont le terme

p
général ci estdonné par : Vi=1,....n  Vk=1,...q ¢, = Za..b Onnote: C=AB
j=1

ij ™ jk

Proposition 3 : Sous réserve que les conditions sur les nombres de lignes et de colonnes sont
satisfaites on a les propriétés suivantes :

e (A)0A=A0=0

e (b) La multiplication des matrices n’est pas commutative : AB=BA (si AB=BA on dit que A
et B commutent)

e (c) La multiplication des matrices est « associative » : A(BC)= (AB)C. On écrira donc
ABC.

e (d) La multiplication des matrices est « distributive » sur I’addition:
pour tout A, Bet C A(B+C)= AB+AC.

e (e) VAeR VA VB A(AB)=(AA)B. On écrira LAB.

e () Si n=p alors VA=(aj))e Mr(R). Al,=1,A=A. On dit que I, est I’élément neutre pour la
multiplication.
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Théoréeme 1 : Soit A=(a;;) de format nxp, B=(bj) de format pxq et C=(ci)=AB leur produit,
alors on a:
e (@) Les lignes de C sont des combinaisons linéaires des lignes de B. Plus précisément :

p N
Vi=1,...,n C, =) a;B, ol les aj sont les coefficients de la i™ ligne de A
j=1

e (b) Les colonnes de C sont des combinaisons linéaires des colonnes de A. Plus
précisément :

P . ‘
vk=1,...,q C* =) b, A’ ol les by sont les coefficients de la k™ colonne de B
j=1

I-5. Transposition

Deéfinition 10 : Soit A=(a;;) de format nxp . On appelle transposée de A la matrice B=(bj;) de
format pxn dont le terme général b;; est donné par :
Vi=l,...p  Vj=l...n  bj=aj Onnote: B="A

Proposition 4 : Soit AeR et A et B deux matrices veérifiant les bonnes conditions sur les
nombres de lignes et de colonnes. Alorson a:

(a) '(A)=A

(b) '(A+B)="A+B

(©) '(AA)=L'A

(d) (AB)="B ‘A
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[l. Matrices carrées

I1-1. Matrices inversibles

Définition 1 : Soit Ae ¢, (R)
On dit que A admet un inverse a gauche s’il existe une matrice Be 9, (R) telle que BA =1
On dit que A admet un inverse a droite s’il existe une matrice Ce M, (R) telle que AC = I
On dit que A est inversible si A admet un inverse a gauche et un inverse a droite.
Une matrice non inversible est dite singuliére.

Lemme1:
e Si A admet un inverse a gauche B et un inverse a droite C alors B = C (et A est inversible).
e Si Aestinversible alors son inverse est unique. On note A cet inverse.

Proposition 1 : Soit A et B deux éléments de ,(R). On a alors les propriétés suivantes :

e (a) Si Aestinversible alors son inverse A est aussi inversible etona (A™)*=A

e (b) SiAetB sontinversibles alors AB est aussi inversible et (AB)™ = B'A™
et de facon générale si Aj, Ay, ... Ay, sont k matrices inversibles alors le produit AjA;...Ax
est inversible et (AjA,...A) T = At AIAY

e (c) Aestinversible alors 'A est aussi inversible et (‘A)* ='(A™). On notera'A™,

e (d)SiAetB sontinversibles alors ‘(A B)*='A*'B*

Définition 2 : Soit Ae My(R) et keN
La puissance k™ de A, notée A%, est définie par : A’=I  A¥= AA*! pour k > 1
de méme, si A est inversible A, est définie par : A’=I  A*= ATA®D pourk > 1
de méme on définit un polyndme de la matrice A par : P(A)=Aol+hA+h, A%+, . .+ 1A% ol
les A; sont des réels.

Proposition 2 : Soit Ae ¢y(R) et keN Alors on a les propriétés suivantes :
o (a) VkeN VreN ACA'=AT (A=A
e (b) Si Aest inversible alors : (A1) = (A¥)1=A

Définition 3 : Soit Ae M,(R). On appelle_trace de A et on note tr(A), le nombre :
tr(A) = Zaii
i=1

Proposition 3 : Soit A et B deux éléments de #¢,(R) et AeR Alorsona:
(@) tr(A+B) = tr(A)+tr(B)

(b) tr(AA)=Atr(A)

(c) tr(A)=tr(A)

(d) tr(AB)=tr(BA)

Université Pierre-Mendes France UFR SHS EL METHNI. M



Licence MIASS L1 Algebre linéaire Niveau I Page -6-

I1-2. Matrices carrées particuliéres

Définition 4 : Soit Ae My(R)

e (a) A est symétrique si ‘A=A

(b) A est antisymétrique si ‘A=-A

(c) A est idempotente si A>=A

(d) A est involutive si A%=I

(e) A est nilpotente s’il existe un entier naturel p tel que AP=0. Si k est le plus petit entier
naturel pour lequel A=0 alors k est I’indice de nilpotence de A.
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[Il. Partition des matrices
I11-1. Définitions et premiéres propriétes

Définition 1 : Soit A=(a;;) € Maxp(R). On considére deux suites finies de nombres entiers
1<i1<iy ... <ik<n et 1Sj1Sj2 Sjsﬁp
La matrice dont les éléments appartiennent aux (non nécessairement consecutives) lignes
d’indices iy, iy, ... iy de A et aux (non nécessairement consécutives) colonnes d’indices
J15)2 ... <js de A est appelée sous-matrice de A. Elle est de format rxs

Lemme 1 : Soit A, B et C trois matrices telles que AB = C alors la sous-matrice de C formée
des lignes iy, iy, ...ir et des colonnes ji, jo, ... , js €st égale au produit de la sous-matrice de
A formée par les lignes iy, iy, ... iy de A par la sous-matrice formée par les colonnes ji, jo,

.., Jsde B.

Definition 2 : Partitionner une matrice A=(ajj) € Mnxp(R) €n blocs c’est se donner des entiers
a ;
Ny, N, ... N €t P, Pa, ..., Pptelsque D n,=n et > p,=p etdéfinir les axp sous-
1=1 J=1

matrices (ou blocs) de A . On obtient une partition de A en axf3 blocs Ay;.

a, &, - a'lpl
Ay Ay & p2
A A Ay pl

Onnotera A=(Ay) 1=1,2,...,a0 J=1,2,...,PB

Cas particulier 1 :

A
A peut étre partitionnée uniquement en lignes A= Az
All
A peut étre partitionnée uniquement en colonnes : A = (A* A% ... AP
(voir la remarque 1 du chapitre | pour un cas encore plus particulier)
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Cas particulier 2 :
Si une matrice A peut étre partitionnée en blocs sous la forme :

A 0 0 - 0
0 A 0 -« -« 0

0 0 0 A 0 O

0 0 v v o A
ou les A sont des matrices carrées (pas nécessairement de méme ordre) on dit que A est
diagonale par blocs et on note : A = diag(As, Az, ...,Ax). On dit aussi que A est la somme

directe des A; et on note
A:Al@Az@ @Ak

Définition 3 : Soit A et B deux matrices ayant le méme nombre de lignes, on appelle matrice
augmentée la matrice (A | B) formée des deux blocs A et B. De méme si A et B sont deux
matrices ayant le méme nombre de colonnes, on appelle matrice augmentée la matrice

A
- | formée des deux blocs A et B.
B
Ces définitions se généralisent a un nombre fini de matrices : (A; Al L] Ay) et
A
A

A

I11-2. Calcul matriciel par blocs

111-2-1. Addition
Si deux matrices A et B de méme format ont la méme partition par blocs A = (A;;) et
B = (B,;) alors C = A+B admet la méme partition C = (C;j) etona vV 1 V J Cy; = A;y+By;

111-2-2. Multiplication par un nombre
Soit LeR et A = (A;;) une matrice partitionnée, alors C = AA admet la méme partition que
AetV Il VI C;=AAy;

111-2-3. Produit de deux matrices
Proposition 1 : Soit A=(aj)) € Mxp(R) partitionnée en lignes A1, Az, ...,Ar et B=(bjj) € Mpxq(R)

partitionnée en colonnes B!, B, ..., B. Partitionnons la matrice C=AB en blocs engendrés
par la partition en lignes de A et la partition en colonnes de B. Alors ¥ |1 ¥ J C;;=AB’
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Definition 4 : Soit A=(ajj) € Maxp(R) et B=(bjj) € Mp«q(R). Si A est partitionnée en s blocs
colonnes A, A%, ... A° contenant respectivement p, pa, ... , ps colonnes de A (py + pa + ...
+ps=p) et si B est partitionnée en s blocs de lignes B; B; ..., Bs contenant respectivement
P1, P2, ..., Ps lignes de B alors on dit que A et B admettent une partition conforme.

Proposition 2 : Soit A=(a;)) € Mn.p(R) et B=(bj;) € My.q(R) admettant une partition conforme,
alors, avec les notations précédentes, on a : C=AB=A'B;+A’B,+...+A’B;

Théoreme 2 : Soit A=(a;)) € Mn.p(R) et B=(bj;) € Mp«q(R) partitionnees en blocs de telle
maniere que la partition en colonnes de A et la partition en lignes de B soit conformes.
Alors la matrice C=AB peut étre partitionnée en blocs correspondant a la partition en

lignes de A eten colonnesde Betona: C = ZA” B«
J

Corollaire 1 : Le theoreme 1 du I-4 est un corollaire du théoreme 2 et on peut I’écrire de la
maniére suivante : si C=AB alors Vi Ci=(AB);=AB et Vj C'=(AB)Y=AB’
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IV. Opérations élémentaires, matrices élémentaires
IV-1. Opérations elémentaires sur les lignes (o0.e.l)

Deéfinition 1 : Soit A=(aj) € Mxp(R). On appelle opération élementaire de lignes L sur la
matrice A I’une des trois opérations suivantes :

e (@) Multiplier une ligne i de A par un nombre non nul o.. On note L = Li(c)

o (b) Permuter deux lignes i et j de A. On note L = L;

e (c) Ajouter a une ligne i o fois une autre ligne j. On note L = Ljj(a)
On note L(A) la matrice obtenue a partir de A par une opération élémentaire de lignes.

Remarque 1 : Une opération élémentaire de lignes est une application particuliere de
Mnxp(R) dans lui-méme.

Définition 2 : On appelle matrice élémentaire toute matrice obtenue a partir de la matrice
identité I par une opération élémentaire de lignes. On note E = L(I)
Si besoin on précisera : E; (a)=Li(a)(I) Ei=Lij(1) Eij(o)=Ljj(a)(1)

Proposition 1 : Soit A=(a;;) € Mxp(R), L une opération élémentaire de lignes et E=L(I). Alors
L(A)=EA

Deéfinition 3 : Soit A=(a;)) € Mp(R), L et L” deux opérations élémentaires de lignes. La
composeée de L et L’, dans cet ordre, est une opération sur les lignes obtenue par
composition des applications de Mn.p(R) dans lui-méme : L’oL(A) = L’(L(A))

On note L’L et on généralise a la composée de k opérations élémentaires de lignes :
LkOLk-l L20L1(A) = LkLk-l Lle(A) = Lk(Lk-l (Lz(Ll(A)) )

Remarque 2 : Si E; sont les matrices élémentaires correspondants aux opérations
élémentaires de lignes L alors : LyLk1 ... LoL1(A) = ExEx1 ... E2E1A

Proposition 2 : Les opérations élémentaires de lignes sont inversibles et on a :

Li(o) a pour inverse Li(B) avec p=1/a
Lij a pour inverse Lij
Lij(a) a pour inverse Lij(-o)

Proposition 3 : Les matrices élémentaires sont inversibles

Proposition 4 : Si E; sont les matrices élémentaires alors (ExEx.1...EoE1) *=E1 'Ex ™t .. By
1 -1
Ex

Définition 4 : Une matrice A est ligne-équivalente a une matrice B si B peut étre obtenue a
partir de A par un nombre fini d'opérations élémentaires de lignes (B = LiLk.1 ... LoL1(A)).

I
On note A~B

I
Remarque 3 (fondamentale): A~ B si et seulement si il existe une matrice P produit d’un

nombre fini de matrices élémentaires telle que B=PA

Remarque 4 : P est inversible et, en général, n’est pas unique.
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Proposition 5 : La ligne-équivalence est une relation d’équivalence.

Remarque 5 : La proposition precédente permet de parler de « deux matrices ligne-
équivalentes ».

Proposition 6 : Soit A et B deux matrices ligne-équivalentes alors

e (@) les lignes de B sont des combinaisons linéaires des lignes de A

e (b) pour toute matrice C telle que les produits AC et BC soient définis, AC et BC sont
ligne-équivalentes

Proposition 7 : Soit A et B deux matrices ligne-équivalentes alors la méme séquence
d’opérations élémentaires de lignes qui transforme A en B transforme | en P telle que

I
B=PA. En particulier si A~ 1 alors P est un inverse a gauche de A . En pratique il suffit

d’appliquer successivement les opérations élémentaires de lignes sur la matrice augmentée
(A\ I) pour la transformer en (B | P).
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V. Matrices ligne-réduites échelonnées (l.r.e)

Définition 1 : Une matrice R de format nxp est dite ligne-réduite si elle vérifie les conditions
suivantes :

e (@) toutes les lignes nulles (s’il y en a) sont en dessous des lignes non nulles.

¢ (b) dans chaque ligne non nulle, le premier élément (au sens croissant des indices des
colonnes) non nul vaut 1. La colonne ou apparait ce « 1 » s’appelle colonne pivot de la
ligne.

e (c) tous les autres éléments de la colonne pivot (sauf le « 1 ») sont nuls.

Si de plus, R vérifie la 4™ condition suivante :
e (d) les colonnes pivots apparaissent en ordre croissant (au sens des indices des colonnes).
On dit que R est une matrice ligne-réduite échelonnée.

Théoréme 3 : Toute matrice A est ligne-équivalente a une matrice ligne-réduite échelonnée
R. Cette matrice ligne-réduite échelonnée R est unique. (On dira donc : R est la l.r.e de A)

Théoreme 4 :

e Les lignes non nulles d’une matrice ligne-réduite échelonnée sont linéairement
indépendantes

e Les colonnes pivots d’une matrice ligne-réduite échelonnée sont linéairement
indépendantes

e Les colonnes non pivots d’une matrice ligne-réduite échelonnée s’écrivent comme
combinaisons linéaires des colonnes pivots d’indices inférieurs.

Proposition 1 : Deux matrices ligne-équivalentes admettent la méme l.r.e

Proposition 2 : SoitR lal.r.e de A, alors les colonnes de A vérifient les mémes relations
(combinaisons) linéaires que les colonnes de R.
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VI. Rang de matrices

Définition 1 : Etant donnée une matrice A et R sa l.r.e. On appelle rang de A et on note
rang(A) ou rg(A) ou encore r(A), le nombre de lignes non nulles de R.

Propriétés 1 : Etant donnée une matrice A=(ajj) € Mnp(R) et R sa l.r.e, alors :
¢ rang(A) = nombre de colonnes pivots de R

e rang(A) < Min{n,p}

e rang(A) = nombre de lignes linéairement indépendantes de A

Proposition 1 :

e deux matrices ligne-équivalentes ont le méme rang. (la réciproque est fausse en général)
e rang(AB) <rang(A)

e si B est inversible alors rang(AB) = rang(A)

|Théoréme 5: rang(‘A)=rang(A)

Proposition 2 :

e rang(A) = nombre de colonnes linéairement indépendantes de A
e rang(AB) < Min{ rang(A) , rang(B)}

e si B est inversible alors rang(BA) = rang(A)
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VII. Systemes linéaires

VI1I-1. Systemes linéaires quelconques

Définition 1 : On appelle systéme linéaire () la donnée de n équations lineaires :

;X +aX, +...+a X, = K
Ay Xy + A%, +...+3,, X, =k
A X +a,X, +...+a X, =k

oU X1, X2, ... Xp Sont les p inconnues du systéme, ki, ko, ... kq sont les n termes du second
membre ou constantes et les a;; sont les nxp coefficients du systéme.

Remarque 1 (fondamentale): Tout systéeme linéaire peut s’écrire sous la forme d’une
équation matricielle
AX =K ou A = (ajj) est la matrice des coefficients.
X ='(x1 X2 ... Xp) € R est la matrice colonne des inconnues et K='(ky, kz, ... kn)eR." est la
matrice colonne des constantes. La matrice (A | K) est la matrice augmentée du systeme.

Définition 2 : Lorsque K=0 le systéeme est dit homogene (AX=0)

Définition 3 : Une solution d’un systéme linéaire (C) : AX=K est la donnée de p nombres
S1, S2..., Sp tels que, substitués aux xi, X, ..., Xp , les n équations linéaires sont
simultanément vérifiées.

Trouver une solution d’un systéme linéaire c’est donc trouver une matrice colonne
S=(s1s2... sp)eR: elle que AS=K .

Résoudre un systeme linéaire (£) : AX=K c’est trouver I’ensemble des solutions du
systéme. On note S cet ensemble de solutions. S={SeR" tq AS=K}

Remarque 2 : Résoudre un systéme linéaire () : AX = K c’est trouver toutes les écritures de
K comme combinaisons linéaires des colonnes de A, les coefficients des combinaisons
linéaires étant les s;.

Remarque 3 : Tout systeme homogéne admet S = 0 comme solution particuliere. On
I’appelle solution triviale.

Définition 4 : Un systeme linéaire est dit incompatible ou contradictoire (ou encore
inconsistant) s’il n’admet aucune solution. Le systéme est dit compatible s’il admet au
moins une solution.

Remarque 4 : Le systeme est compatible si et seulement si K appartient a I’ensemble
engendré par les colonnes de A. On appelle espace colonne cet ensemble.

Définition 5 : Deux systémes linéaires (C1) : AX = K et (£2) : BX = H sont équivalents s’ils
ont le méme ensemble de solutions. S¢:1y = S

Remarque 5 : La relation donnée par la définition précédente est une relation d’équivalence.
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Proposition 1 : Soit (£;) : AX = K un systeme linéaire et (A\ K) sa matrice augmentee. Si

|
(AJK)~(B|H) alors les deux systémes linéaires ((1) : AX = K et () : BX = H sont
équivalents.

En pratique: Pour résoudre un systeme linéaire (£;) : AX = K on le transforme en un systeme
plus simple
(€2) : RX =H par action d’opérations élémentaires de lignes portant sur la matrice
augmentée (A | K) jusqu’a obtention de sa L.r.e (R | H). Rappelons que dans ce cas R est la
l.r.e de A.

Définition 6 : Soit un systeme linéaire () : AX=K et R la l.r.e de A. Si on note ji, jo, ..., jr les
indices des colonnes pivots de R alors les inconnues Xji, Xjo, ..., Xjr Sont appelées
inconnues pivots. Les autres inconnues sont appelées inconnues libres.

Théoreme 6 (fondamental): On considére un systéme linéaire (C) : AX =K
Soit (A| K) la matrice augmentée de (C) et (R | H) sa l.r.e. Posons r = rang(A) = rang(R).
Alors :
e sirang(R | H) > r alors le systéme est incompatible
e sirang(R | H) = r alors le systeme est compatible et on distingue deux cas :
(@) si r=p: le systeme admet une solution unique
(b) si r < p: le systeme admet une infinité de solutions

Remarque 5 : Dans le dernier cas du théoreme précedent (rang(R | H) = r< p) chacune des
inconnues pivots s’écrit comme la somme d’une combinaison linéaire des inconnues libres
et d’un terme constant h;. On obtient I’infinité des solutions en donnant des valeurs
arbitraires aux inconnues libres.

VI11-2. Systemes lineaires homogénes

Définition 7 : L’ensemble solution d’un systeme linéaire homogeéne () : AX = 0 est appelé
noyau de la matrice A. On le note Ker(A).

Proposition 2 : Soit un systeme linéaire homogéne () : AX=0 alors :
e (a) 0OeKer(A)

o (b) si SieKer(A) et S,eKer(A) alors S1+S;eKer(A)

e (c)siSeKer(A) et LeR alors ASeKer(A)

Corollaire 1 : Toute combinaison linéaire de solutions d’un systéeme linéaire homogene est
aussi solution du systéme

Corollaire 2 : Etant donné un systéme linéaire homogeéne (£) : AX = 0 avec A de format nxp.
Si rang(A)<p (en particulier si n<p) alors le systeme admet une infinité de solutions (en
plus de la solution triviale)

Définition 8 : Soit (£) : AX=0 un systeme linéaire homogéne et soit R=(r;) la l.r.e de A
admettant r colonnes pivots d’indices ji, j, ..., jr. Le systéme (£) admet donc r inconnues
PIVOLS Xj1, Xj2, ..., Xjr €t p - r inconnues libres xja), Xi2), ... Xip-ry (0N se place dans le cas
général rang(A) =r <p). La solution générale S du systéeme () est une matrice colonne
dont les coefficients sont des combinaisons linéaires des p - r inconnues libres
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Xi(2) Xi(2), ---» Xip-r) - On définit les solution canoniques S, Sy, ... Sp.r par :
S, s’obtient a partir de S en remplagant x) par let les autres X+ par 0 (a=a’).

Corollaire 3 : Etant donné un systéme linéaire homogeéne (£) : AX = 0 avec A de format nxp.
Sirang(A) < p (en particulier si n < p) alors toute solution de (&) est une combinaison
linéaire des solutions canoniques.

Théoreme 7 :
Soit (£) : AX=K un systéme linéaire compatible et S, une solution particuliere de ce
systéme. Alors toute autre solution S du systeme s’écrit comme S=Sy+Sy, ou Sy, est une
solution du systeme homogene associé AX=0.
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VIII. Inversion des matrices

Rappel : Soit Ae M, (R)

On dit que A admet un inverse a gauche s’il existe une matrice Be 9, (R) telle que BA=I
On dit que A admet un inverse a droite s’il existe une matrice Ce M, (R) telle que AC=I
On dit que A est inversible si A admet un inverse a gauche et un inverse a droite.

Une matrice non inversible est dite singuliére.

Si A est inversible alors son inverse est unique

Le produit de n matrices inversibles est inversible.

Théoréme 8 (fondamental) : Soit Ae M,(R) Alors les énoncés suivants sont équivalents :

(a) A est inversible

(b) A admet un inverse a gauche

(€) VXeMn(R) VYeM(R) AX=AY = X=Y (on peut simplifier a gauche par A)
(d) Le systeme homogéne AX=0 admet la solution triviale X=0 comme unique solution.
(e) rang(A)=n

() Al I

(9) A est un produit de matrices élémentaires

(h) VKeR." Le systeme AX=K admet au moins une solution

(i) A admet un inverse a droite

Corollaire 4 : (une méthode de calcul de I’inverse)

|
Soit AeMy(R)  si(A|l)~(1|P) alors A'=p

Proposition 1 : Soit A=A; A, ... Ax ou pourtouti=1,2,... k AieM(R) alors : A est

inversible si et seulement si tous les A; sont inversibles.

Corollaire 5 : A~B si et seulement si il existe une matrice inversible P telle que B=PA
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IX. Déterminants

IX-1. Déterminant d’une matrice carrée

Définition 1 : Soit A=(a;) e Ma(R).
Sin=1: On appelle déterminant de A et on note det(A) (ou |A|) le nombre det(A)=ay;.
Sin>1: On appelle déterminant de A et on note det(A) (ou |A|) le nombre donné par la

n n
: . 1+j
relation de récurrence det(A) = > aqj(-1)™" ) det Myj =) aqj Ay
j=1 j=1
ou Mj; est la matrice obtenue & partir de A en supprimant la i*™ ligne et la j ™ colonne.
det(M;)) est appelé mineur de aj; et Ajj=(-1) "'det(M;j) est appelé cofacteur de aj;.

Théoréeme 9 : (fondamental)

n n
Soit A=(ajj))e Mn(R), alors : Vpvq det(A) = > ag Ay =D ajqAg
j=1 i=1

Théoreme 10 : (pratique)
Soit A=(ajj) e Mn(R), alors :

o @ det(A)=det('A)

e ® Si A contient une ligne ou une colonne nulle, alors det(A)=0

e ® Si les éléments d’une ligne ou d’une colonne sont multipliés par un méme nombre non
nul o, alors le déterminant est multiplié par o : det(lj(a)(A))=adet(A).
Par conséquent det(aA)=a "det(A).

o ©det(A A% ATARART M+det(Al AZ.. ANTBRAKT AM)=det(A A%... A“TAK+B KAKT AT
On a le méme résultat pour les lignes.

e ® Si la matrice A a deux lignes ou deux colonnes identiques, alors det(A)=0
Si une ligne (resp une colonne) est un multiple d’une autre ligne (resp d’une autre
colonne) alors det(A)=0.

o 0 det(lij (o)(A))=det(A). On a le méme résultat pour les colonnes.

o @ det(l;j (A))=-det(A). On a le méme résultat pour les colonnes.

Lemme1:
Si E est une matrice élémentaire correspondant a une opération élémentaire de lignes
(E=Ei(o) = Li(e)(1), ou E=Ej= Lij(1), ou E=Ej(a) = Lij()(1))
alors det(EA)= det(E)det(A).

Théoréme 11 :
Une matrice carrée A est inversible si et seulement si det(A)=0

Théoréeme 12 :
Si A et B sont deux matrices carrées de méme ordre, alors det(AB)= det(A)det(B).

1

Corollaire 1 : Si A est inversible, alors det(A™) =
det(A)
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IX-2. Déterminants, systemes linéaires et matrices inversibles

Théoréeme 13 :

n
Soit A=(ajj) e Mq(R), alors : > aj A, =

{det(A) sij=p
i=1

0 sij=p

Théoreme 14 :
Etant donné un systéme linéaire (¢) : AX = K, ou A=(aj;) e Mn(R), si det(A)=0 alors le
systeme admet une solution unique donnée par :

Vi=12,...n X _Ai
A

ol A= det(A) et A= det(A”) ot AY est la matrice obtenue en remplacant la i™ colonne de
A par K.

Théoréme 15 :
Soit A une matrice carrée inversible, alors A est donnée par :
_ 1 .
A= — Adj(A
det(A) IA)

ou Adj(A) est I’adjointe de A . C’est la transposée de la matrice des cofacteurs de A.
Adj(A) = '(Aj) ou A est le cofacteur de a;j dans A.

IX-3. Déterminants et rang

Rappel : Etant donnée une matrice A=(ajj)e M.p(R). et R sa l.r.e. On appelle_rang de A et on
note rang(A) ou rg(A), le nombre de lignes non nulles de R.

Théoréme 16 :

Soit A=(ajj) e Mnxp(R). Le rang de A est le plus grand entier r tel qu’il existe un mineur
d’ordre r non nul.

Comparaison des ordres de grandeur :
Méthode de Gauss : n®  méthode des déterminants : n!

n |1 2 3 4 o) 6 / 10
nd |1 8 27 |64 [125 [216 [343 1000
n! |1 2 6 24 1120 | 720 |5040 |3.628.800
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X. Espaces vectoriels

X-1. Définitions et premieres propriétés

Définition 1 : (Axiomatique d’un espace vectoriel)

Soit E un ensemble non vide et R le corps des nombres réels. On dit que E est un espace
vectoriel sur le corps R si :

(A) E muni d’une loi interne, notée +, est un groupe commutatif. C’est a dire : E est muni

d’une addition qui & tout couple (x,y) de E* associe un élément z de E , appelé somme de x
ety et noté z=x+y. Cette loi interne devant vérifier les quatre propriétés suivantes :

(1) V(xy,2)eE®  x+(y+2)=(x+y)+z associativité. On écrira donc x+y+z

(2) V(xy)eE?  x+y=y+x commutativité

(3) L’addition admet un élément neutre noté 0 : VxeE x+0=0+x=x

(4) Tout élément x de E posséde un symétrique (on dit aussi opposé) noté -x et vérifiant
VxeE X+(-X)=(-x)+x=0 (on écrira x-x=-x+x=0)

(B) E est muni d’une loi externe, notée multiplicativement par. et associant a tout couple (A,x)

de RxE un élément z de E , appelé produit de A et x et noté z=L.x=Ax. Cette loi externe
devant vérifier les quatre propriétés suivantes :

e (1) V(a,p)eR® VxeE  a(Bx)=(af)x on écrira : apx
e (2) VaeR V(xy)eE?  a(x+y)=ox+ay

e (3)V(a,p)eR® VxeE  (a+B)x=ox+px

o (4)VxeE 1x=x

Notation :

Le R-ev E sera noté (E,+,.) ou plus simplement E (s’il n’y a pas d’ambiguite).

Les éléments de E sont appelés des vecteurs et notés, souvent, par des lettres latines
minuscules.

Les éléments de R sont appelés des scalaires et notés, souvent, par des lettres grecques
minuscules.

Proposition 1 :

(a) L’élément neutre 0 est unique.

(b) Le symétrique (I’oppose) d’un elément est unique.

(c) L’équation en x : x+a=b admet une solution unique.

(d) Larelation x+y=x+z implique y=z (loi de simplification)
(e) YxeE 0x=0

(f) VaeR «0=0

(9) VxeE -x=(-1)x et de facon générale -(ox)=(-a)x

(h) ox=0 = a=0 ou x=0
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XI. Sous-espaces vectoriels

Définition 1 : Soit E un R-ev et F un sous-ensemble non vide de E. On dit que F est un sous-
espace vectoriel de E si :

e (a) VxeF VyeF x+yeF (on dit que F est stable par addition)

e (b) VAeR VxeF AxeF (on dit que F est stable par multiplication externe)

Remarque 1 : Cette définition est équivalente a la suivante :
VAeR VpeR VxeF VyeF  Ax+pyeF

Proposition 1 : Soit E un R-ev alors :
e (@) Tout sous-espace vectoriel de E est un R-ev.
e (b) Si FetG sont deux sous-espaces vectoriels de E alors FNG est un sous-espace

n
vectoriel de E. Et de fagon générale si F; i=1,...,n sont n s.e.v de E alors ﬂ F. estuns.ev
i=1
de E.
e (c) Si Fet G sont deux sous-espaces vectoriels de E alors, en général, FUG n’est pas un
sous-espace vectoriel de E.

Définition 2 : Soit E un R-ev et F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme
de F et G et on note F+G I’ensemble F+G={z<cE tq z=x+y ol xeF et yeG}

Proposition 2 : Soit E un R-ev et F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F+G est un
s.e.vdeE.

Proposition 3 : Soit AX=0 un systeme linéaire homogéne Ae Mn.,(R), Alors I’ensemble des
solutions de ce systéme est un s.e.v de R." (Rappel ce s.e.v est appelé noyau de A)

Définition 3 : Soit E un R-ev. On appelle famille de vecteurs de E une suite (us, Uy,...,Us) de
vecteurs de E.

Définition 4 : Soit E un R-ev et (uy, Uy,...,un) une famille de vecteurs de E. On appelle
combinaison linéaire (CL) des vecteurs de cette famille tout vecteur de E s’écrivant sous
la forme : AUz + AUz +...+ AnUn OU les A; sont des nombres reels.

Proposition 4 et Définition 5 : Soit E un R-ev et S=(uy, Uy,...,un) une famille de vecteurs de
E. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des éléments de S est un s.e.v de E. On
I’appelle sous-espace engendré par S et on le note [S]. On dit aussi que la famille S est une
famille génératrice de [S] ou encore que les vecteurs uy, Uy,...,Uy sont générateurs de [S].

Proposition 5 : Soit E un R-ev et S et T deux familles de vecteurs de E. Alors :
e (1) ScT = [S]<[T]

e (2)[S] est le plus petit (au sens de I’inclusion) s.e.v de E contenant S

e (3) Si FetGsontdeuxs.e.vdeE alors F+G=[FUG]

Deéfinition 6 : Soit A=(aj) € Maxp(R)
e Le sous-espace de R." engendré par les colonnes de A est appelé espace des colonnes de A.
e Le sous-espace de R” engendré par les lignes de A est appelé espace des lignes de A.
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Définition 7 : Soit E un R-ev et F et G deux s.e.v de E. On dit que E est somme directe de F
et G si

e (1) E=F+G

e (2) FNG={0}
On note E=F®G et on dit que F et G sont supplémentaires.

Remarque 1 : Cette définition se généralise a un nombre fini Fy, Fo, ... , Fp de s.e.v de E.
E=F®F,®... ®F,

Proposition 6 : Soit E un R-ev et F et G deux s.e.v de E alors E est somme directe de F et G
si et seulement si tout élément de E s’écrit de facon unigue comme la somme d’un élément
de F et d’un élément de G.
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XII. Dépendance et indépendance linéaire

Définition 1 : Soit E un R-ev et S=(u, Uy,...,un) une famille de vecteurs de E. On dit que S
est une famille libre (ou que les vecteurs ug, Uy,...,u, sont linéairement indépendants) si :
AUrFAoUx+. . . +AUn=0 = A1=h=...=A,=0

Proposition 1 :

e (1) Une famille d’un seul vecteur non nul est libre

e (2) Une famille libre ne contient jamais le vecteur nul ni aucun vecteur s’écrivant comme
combinaison linéaire d’autres vecteurs de cette famille.

e (3) Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

e (4) La famille S=(u, uy,..., uy) est libre si et seulement si V ue[S] 3 Aq, Ay, ..., An UNiques
tels que u=Aiu; + AUz +...+ ApUn

Cas particulier 1 : E=R."
Une famille S=(uy, Us,...,up) de vecteurs de R." est libre si et seulement si le systeme
homogéne AX=0 admet la solution triviale comme unique solution. Avec A=(A A% ...
AP)=(u; Uy ... Up) et XeR".

Définition 2 : Soit E un R-ev et S = (uy, Uy,...,un) une famille de vecteurs de E. On dit que S
est une famille liée (ou que les vecteurs ug, Uy,...,u, sont linéairement dépendants) si :
3 A, A2, ..., A non tous nuls tels que  Aqup + AUz +...4+ Apup =0

Proposition 2 :
Si une famille (us, uy,...,us) est liée alors toute (sur-)famille (uy, Uy,...,Un, Unsa,...,Up) €St
lige.

Cas particulier 2 : E=R."
Une famille S = (uy, Us,...,up) de vecteurs de R;" est liée si et seulement si le systeme
homogéne AX=0 admet une infinité de solutions. Avec A=(A' A% ... AD)=(u; uj... Up) et
XeRP.

Théoréeme 17 : (fondamental)
Soit ug, Uy,...,u, N vecteurs d’un R-ev E et soit vy, Vy,...,Vn, V1 N+ 1 combinaisons
linaires de ces vecteurs. Alors les vecteurs Vi, Va,...,Vn, Vne SONt linéairement dépendants.
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XIlIl. Base et dimension

Définition 1 : Soit S=(uy, Uy,..., Uy) une famille de vecteurs d’un R-ev E. On dit que S est une
famille génératrice de E (ou que les vecteurs uy, Us,..., Uy engendrent E ) si
E=[(uy, Ua,..., Up)] (c.a.d tout vecteur de E s’écrit comme combinaison linéaire des u; ).

Définition 2 : Soit E un R-ev et =(u, Uy,..,u,) une famille de vecteurs de E. On dit que 3 est
une base de E si :

e (1) Bestune famille libre

e (2) destune famille génératrice de E

Proposition 1 : Pour qu’une famille 3=(uy, Ua,..., U,) soit une base de E il faut et il suffit que
tout vecteur de E s’écrive sous forme unigue comme combinaison linéaire des u;.
c.a.d u=Aqu; + AoUp +...+ AU, OU les réels A sont uniques. Ces reels A; sont appelés
coordonnées (ou composantes) de u selon la base 3.

Lemme 1 : Soit E un R-ev et S = (uy, Uy,..., Uy) une famille libre de r vecteurs de E et soit u
un vecteur de E. Alors : si ug[(u1, Uz,..., Ur)] alors (us, Uy,..., Ur, U) est une famille libre de
r+1 vecteurs de E.

Lemme 2 : Soit F le sous-espace vectoriel engendré par une famille (ug, uy,..., uy) der
vecteurs de E. Si I’un des vecteurs u; s’écrit comme combinaison linéaire des r - 1 autres
vecteurs u; alors F est aussi engendré par la famille (uy, uy,..., U1, Uj+a,...,Ur).

Théoréme 18 : Soit E un R-ev admettant une base de n vecteurs @ =(ey, €s,..., €n) alors toute
autre base de E est formée de n vecteurs de E

Définition 3 : Soit E un R-ev non réduit & {0}. On dit que E est de dimension finie s’il existe
un entier n>0 et une base de E composée de n vecteurs. n est la dimension de E. On note
dim(E)=n.

Remarque : Si E = {0} E n’admet pas de base on dira alors que E est de dimension finie et
sa dimension est égale a 0. dim {0}=0.
Si E n’est pas de dimension finie on dit qu’il est de dimension infinie.

Définition 4 :
Soit E un R-ev de dimension finie n admettant une base @ =(ey, €z,..., €) et soit u= uie; +
Ugez +...+ Unen un vecteur de E. On dit que u admet comme representant le vecteur

Xy=| . |eRE

Théoreme 19 : Soit E un R-ev admettant une base de n vecteurs @ =(es, €»,..., €n) alors
e (1) Toute famille libre (uy, uy,..., Uy) de n vecteurs de E est une base de E.
e (2) Toute famille génératrice (v, Va,..., Va) de n vecteurs de E est une base de E.
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Corollaire 1 : Soit E un R-ev de dimension finie n alors
e (1) toute famille libre contient au plus n vecteurs
¢ (2) toute famille génératrice contient au moins n vecteurs

Théoreme 20 : (théoreme de la base incompléte)
Soit E un R-ev de dimension finie n alors
e (1) toute famille libre de p (p<n) vecteurs de E peut étre complétée en une base de E.
e (2) de toute famille génératrice de k (k > n) vecteurs de E on peut extraire une base de E.

Théoreme 21 bis : (théoréme de la base incomplete)
Tout sous-espace vectoriel d’un R-ev E de dimension finie admet un supplémentaire.
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XIV. s.e.v d’espace vectoriel de dimension finie

Définition 1 : On appelle rang d’une famille de vecteurs la dimension du sous-espace
vectoriel engendré par cette famille.

Proposition 1 : Soit E un R-ev de dimension finie n et soit F un sous-espace vectoriel de E.
Alors F est de dimension finie et dimF < dimE. Si dimF = dimE alors F=E.

Proposition 2 : Soit A=(a;) € Mn.p(R) alors
dim [(A', A% ..., AP)]=dim [(A1, A; ..., A))]=rang(A)

Proposition 3 : Etant donné un systeme linéaire homogéne AX = 0 avec A de format nxp et
de rang r alors I’ensemble des solutions de ce systeme linéaire est un sous-espace vectoriel
de R.” de dimensionp - r.

Autrement dit dim(Noyau(A))=p - r.

Théoreme 22 : Soit E un R-ev de dimension finie, F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

e (1) F et G sont supplémentaires

¢ (2) FnG={0} et dimE = dimF+dimG.

Théoréme 23 : Soit E un R-ev de dimension finie, F et G deux sous-espaces vectoriels de E.
Alors dim(F+G)=dimF+dimG-dim(FNG).
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XV. Changement de base et représentation

Dans toute la suite E est un R-ev de dimension finie n muni de deux bases @=(es, €»,...,en) €t
B'=(fy, f2,...,fn) avec :
n n
Vj=12--,n f,=>ae ouinversemement Vi=12--n e=>0hf
i=1 j=1

Définition 1 : On appelle matrice de changement de base (ou matrice de passage) de Ba ®’ la
matrice de la décomposition de ®’dans 3.

&; &, - &,
8y Qp Ay, N .
P=| . S :(Yf Y, - Y, ) ou les Y, sont les representants des f;
1 2 n ]
anl anz a‘nn

selon la base @

La matrice de changement de base (ou matrice de passage) de B’a 3 est la matrice de la
décomposition de @ dans 3’.

b11 b12 bln
b, By, - by, y A

Q=| # # . =(Xel X, Xen) ol les X, sont les représentants des e;
bnl bnz bnn

selon la base @

Proposition 1 : Soit ueE et X et Y ses deux représentants relativement aux bases @ et 3.
Alors :

X=PY et Y=QX ou P est la matrice de passage de Ba B’et Q est la matrice de passage
de B’a 3.

Théoreme 24 : Une matrice P est une matrice de changement de base si et seulement si elle
est inversible. Dans ce cas et avec les notations précédentes Q=P
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XVI. Méthodes pratiques : utilisation de la l.r.e

Soit E un espace vectoriel de dimension fini n et soient uy, U, ..., U, p vecteurs de E. On
désigne par A’ le représentant de u; dans R." j=1, 2, ...p. Soit A la matrice dont les p colonnes
sont A, A%..., AP . Lesn lignes A; , A,,..., A, de A sont des éléments de R/.

Rappelons que rang(uy, Uy, ... , Up)=dim [(u1, Uy, ..., Up)]= rang(A, A%,..., AP)=dim [(A®,
AZ... AP)].

On se propose de donner une methode pratique pour trouver une base de [(u, Uy, ... , Up)] et
éventuellement de la compléter en une base de E.

Soitr lerang de AetRsal.r.e ; notons ji, jo, ..., jr les indices des colonnes pivots et soit P
une matrice inversible telle que R=PA et Q=P™.

Rappelons que les colonnes pivots A" A”?... Al sont linéairement indépendantes et que les
colonnes non pivots sont des combinaisons linéaires des colonnes pivots et que les colonnes
de A vérifient les mémes relations lineaires qui existent entre les colonnes de mémes indices
de R.

Proposition 1 : Avec les hypotheses et les notations précédentes on a :
(AY, A% A" est une base de [(A! A... AP)].

Proposition 2 : Avec les hypotheéses et les notations précédentes on a :
dim[(A! A%... A")]= dim[(Aq, Aa,..., An)]

Remarque 1 : (Rappel) Malgré I’égalité de leurs dimensions ces deux sous-espaces
vectoriels [(A*, A%..., AD)] et [(A1, Az...., An)] sont différents (en général).
[(A*, A%..., AP)] est appelé sous-espace vectoriel des colonnes (de A)

[(A1, Az,..., An)] est appelé sous-espace vectoriel des lignes (de A)

Construction de bases : Le théoréme 11 revisité de point de vue pratique :
Avec les hypotheéses et les notations précédentes on a :
Sip>n:lafamille (AL, A% ..., AP)est liée
Sip<n:lafamille (A', A% ..., AP) n’est pas génératrice
Sir<p:lafamille (AL, A% ... AP)est liée
Si r=p=n : la famille (A!, A% ..., AP) est une base

On se pose deux problemes de construction de bases :
1- Soit (A, A%, ..., AP) une famille libre de p vecteurs de R." avec p<n. Comment la
compléter en une base de E ?
On peut compléter la famille (A, A% ..., AP) en une base de R" par les n - p vecteurs
B=Pe, k=p+1,p+2, ...,n ol e est le k™ vecteur de la base canonique de R".

2- Soit (A%, A, ..., AP) une famille génératrice de p vecteurs de R." avec p>n. Comment
en extraire une base de E ?
On peut prendre pour base la famille des n vecteurs constituant les n colonnes pivots.
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XVII. Applications linéaires

Définition 1 : Soient E et F deux R-ev et T : E —»F une application de E dans F. On dit que
T est une application linéaire (ou homomorphisme d’espaces vectoriels) si T vérifie les
deux propriétés suivantes :

e (1) YueE VveE T(u+ v)=T(u)+T(v)

e (2) YueE VieR T(AU)=AT(u)

Terminologie et notation:

Soit T : E —F une application linéaire de E dans F. On note Te £(E,F) et on dit que T est
un:

(1) homomorphisme d’espaces vectoriels

(2) endomorphisme si E = F

(3) isomorphisme si T est un homomorphisme bijectif

(4) automorphisme si T est un endomorphisme bijectif

(5) une forme linéaire si F = R

S’il existe un isomorphisme entre E et F on dit que E et F sont isomorphes.

Proposition 1 :
Soit T : E »F une application linéaire de E dans F. On a :
e (1) T(0)=0
e (2) T(-u)=-T(u)
e (3) La définition 1 est équivalente a :
YueE VveE VAeR VpeR  T(Au+pv)=AT(U)+uT(V)

n n
e (4) Vup,up, - uy de E VAq,Ap,+, 4, deR T[Zliui]zz/lﬂ(ui)
i=1 i=1

Proposition 2 : (fondamentale)
Soit T : E —F une application linéaire de E dans F. Si E est de dimension finie alors T est
completement déterminée par son action sur une base de E.

Proposition 3 :
Soit E est un R-ev de dimension finie n et 8 =(ey, €y,...,en) Une base de E. Etant donnés n

n
vecteurs fy, fo,...,f, de F, I’application T : E —F qui au vecteur u = z/liei de E fait
i=1
n
correspondre le vecteur v = Z/li f; de F est une application linéaire de E dans F.
i=1

Corollaire 1 :
Si E est un R-ev de dimension finie n, il existe une et une seule application linéaire T : E
—F telle que I’image d’une base de E soit constituée par n vecteurs donnés de F.
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XVIII. Applications linéaires et sous-espaces vectoriels

Définition 1 : Soient E et F deux R-ev et T : E —F une application linéaire de E dans F. On
appelle noyau de T I’ensemble des vecteurs de E dont I’image par T est le vecteur nul de
F. On note Ker(T) le noyau de T.
On appelle image de T et on note Im(T) I’ensemble des vecteurs de F admettant au moins
un antécédent par T.

Proposition 1 :

Soit T : E —F une application linéaire de E dans F. Alors :

(1) Ker(T) est un sous-espace vectoriel de E.

(2) Im(T) est un sous-espace vectoriel de F.

(3) T est injective si et seulement si Ker(T) = {0}

(4) T est surjective si et seulement si Im(T) =F.

(5) si T est un isomorphisme de E sur F alors T™ est un isomorphisme de F sur E

Proposition 2 :
Soit T : E —»F une application linéaire de E dans F. Alors :
e (1) I'image d’un sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel de F
e (2) I’image réciproque d’un sous-espace vectoriel de F est un sous-espace vectoriel de E

Lemme 1 : Soit S = (uy, Up,...,u,) une famille libre de n vecteurs d’un R-evE et T : E >F
une application linéaire injective de E dans F. Alors la famille (T(u1), T(u2),...,T(u,)) est
une famille libre de vecteurs de F.

Théoreme 25 :
Soit E et F deux R-ev de dimension finie et T : E —F une application linéaire de E dans F.
Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

e (1) T estun isomorphisme entre E et F

e (2) dim(E)=dim(F) et Ker(T)={0}

Lemme 2 :
Si E est un R-ev de dimension finie , et T : E —F une application linéaire alors Im(T) est
de dimension finie.

Théoreme 26 : (théoreme du noyau-image)
Soit E et F deux R-ev et T : E —F une application linéaire de E dans F. Alors si la
dimension de E est finie il en est de méme de Ker(T) etde Im(T) etona:
dim(E)=dimKer(T)+dimIm(T)

Définition 2 :
Soit E et F deux R-ev E de dimension finie et T : E —F une application linéaire de E dans
F. On appelle rang de T, et on note rang(T), la dimension de Im(T).

Corollaire 2 :
Avec les hypothéses du théoréme 16 on a : Ker(T)={0} < dim(T(E))=dimIm(E)
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XIX. Opérations sur les applications linéaires

Dans toute la suite E et F sont deux R-ev et £(E,F) (ou #Hom(E,F)) désigne I’ensemble des
applications linéaires de E dans F. Si E=F on notera £(E) (ou #om(E)).

XIX-1 Somme de deux applications linéaires
Définition 1 : Soient U et V deux éléments de £(E,F) La somme de U et V est une application
S de E dans F. définie par : S=U+V: E >F vxeE S(X)=(U + V)(X)=U(X)+V(x)

Proposition 1 : £(E,F) muni de cette addition est un groupe commutatif.

XIX-2 Produit d’une application linéaire par un nombre

Définition 2 : Soient Ue £(E,F) et LeR Le produit de U par A est une application S de E dans
F. définie par :
S=AU : E »F VxeE S(x)= (AU)(X)=AU(X)

Proposition 2 : £(E,F) muni de I’addition et de la multiplication par un nombre est un R-ev.

XIX-3 Composition de deux applications linéaires

Définition 3 : Soient Ue £(E,F) et Ve £(F,G) La composée de U et de V (dans cet ordre) est
une application S de E dans G. définie par :
S=VoU:E -G vxekE S(x)=(VoU)(x)=V(U(x))

Proposition 3 : Soient Ue £(E,F) et Ve £(F,G) alors VoU e £(E,G).

Théoreme 27 : Si E et F sont deux R-ev de dimension finie alors £(E,F) est un R-ev de
dimension finie et
dimz(E,F)=dim(E) x dim(F).
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XX.Représentation matricielle d’'une application linéaire

Dans toute la suite E et F sont deux R-ev de dimension finie, 3=(ey, €,...,8p) une base de E et
B'=(fy, f2,...,fn) une base de F et T : E —F une application linéaire de E dans F.

Rappelons qu’une application linéaire T : E —F est complétement déterminée par son action
sur une base de E. C.a.d que T est completement déterminée si on connait tous les T(e;) pour

n
J=1, 2, ...,p ou encore si on connait tous les ajj tels que T(e;) = Zan fi Vji=12,---,p
i=1
Définition 1 : On appelle représentation matricielle (ou matrice) de I’application linéaire T
relativement aux bases @ et @ la matrice de format nxp de terme général a;. On note
sM(T)e

a1 a2 - a1p
az1 az - ap
aM(M)g = : : : :
ani a2 - anp

Remarque 1 : S’il n’y a pas d’ambiguité sur les bases on note M(T). S’il n’y a pas
d’ambiguité sur I’application linéaire T on note tout simplement M.

Proposition 1 :
Soit T : E —»F une application linéaire de E dans F. E et F sont deux R-ev de dimension
finie munis des bases @ =(ey, ey, ...,8p) et B=(fy, f2,...,fx) et soit M=sM(T)s alors
VueE le représentant de T(u) dans R." est donné par M.X, ou X, est le représentant de u
dans R¢".

Théoréme 28 :
Soient E et F deux R-ev de dimension finie munis des bases B =(e1, ey,...,ep) et
B'=(f1, f2,...,fn). Notons £(E,F) le R-ev des applications linéaires de E dans F et Mn.,(R) le
R-ev des matrices de format nxp. Alors : I’application
M: L(E,F)>M, (R)
ToM(T)=,M(T),
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Théoreme 29 :
Soient E, F et G trois R-ev de dimension finie munis des bases @ =(ey, €y,...,&p),
B'=(f1, f2,...,fn) et B’=(01, 92,...,0q). Soit Ue £(E,F) et Ve £(F,G). Notons M(U) la matrice
de U relativement aux bases @ et @’ et Notons M(V) la matrice de V relativement aux bases
B et B’ et soit
T=VoU. Alors la matrice de T relativement aux bases @ et @’ est donnée par : M(T)=M(V)
M(V).

Corollaire 1 :
Soit Te £(E,F) de matrice M(T) alors T est un isomorphisme si et seulement si M(T) est
inversible et dans ce cas M(T™)=M(T)™.
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XXI. Applications lineaires et changement de base

Rappel :
B =(ey, €2,...,6n) et B =(fy, f,,...,f;) sont deux bases d’un méme R-ev E, la matrice de
a, &, - 4,
N, z A, A, Ay, N
passage de 8a ®’ estdonnée par: P=| * . =(x W Xy an) oules Xt
anl anz ann

sont les représentants des fi selon la base @
n n
etou Vvj=12,---,n f :Zaijei ou inversemement Vi=12,---.n g = Zbij f]
i=1 j=1
Remarque 1 : La matrice de passage de @ a @’ est aussi la matrice de I’identité de E muni de
la base @’ vers E muni de la base 3.

XXI-1 Changement de base et endomorphisme

Théoréme 30 :
Soit E un R-ev de dimension finie, 3 =(es, €2,...,en) et 8 =(f, f,,...,f;) sont deux bases de E
et P = (a;j) la matrice de passage de @a ®. Soit T € £(E) et A sa matrice relativement a la
base ®. Soit A’ sa matrice relativement & la base ®’. On a alors A’=P AP,

XXI-2 Changement de base et homomorphisme

Théoreme 31 :
Soit E un R-ev de dimension finie, 3 =(e1, ey,...,6p) et B'=(e’y, €’5,...,6",) deux bases de E
et F un R-ev de dimension finie, #=(f, f,,....,f;) et #=(f"1, f’,...,f’n) deux bases de F et P
la matrice de passage de @a ®’. Q la matrice de passage de Fa & Soit Te £(E,F) et A sa
matrice relativement aux bases @ et . Soit A’ sa matrice relativement aux bases @’ et .
On aalors A’=Q'AP.

Remarque 2 :

On a deux cas particuliers de ce théoreme
e (1) si E est muni d’une seule base 3 et F est muni de deux bases Fet # on A’=Q"A.
e (2) si E est muni de deux bases B et B et F est muni d’une seule base Fon A’=AP.

XXI1-3 Changement de base et l.r.e

Toute matrice A peut étre considérée comme la matrice d’une application lineaire dans des R-

ev appropriés. De méme toute matrice élémentaire représentant une opération élémentaire

de lignes se traduit par un changement de base. La l.r.e R de A n’est donc rien d’autre que la

représentation matricielle de la méme application linéaire relativement a de nouvelles bases.

Proposition 1 : Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et Te £(E,F) de
matrice M alors rang(T)=rang(M).
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