Travaux, Dirigés N°1

Yomme & I[1roduit
EL METHNI M.

Soit I un ensemble fini et x une application de | dans R ou C qui a chaque élément i de | fait
correspondre un réel (ou un complexe) x;. | est appelé famille d’indices, x variable indicée ou
indexée par i et i est I’indice. De fagcon générale les éléments de | sont des entiers naturels
successifs 1={1, 2, 3, ..., n}ou I={5, 6, 7, ..., n} ou encore I={p, p+1, p+2, ..., n}. Dans toute la
suite on prendra 1={1, 2, 3, ..., n}, J={1, 2, 3, ..., p} et (Xi)ie1 (OU (Xi)1<i<n) €t (Yj)jes (OU (Yj)1<j<p)
sont deux familles de nombres réels (ou complexes). A et u sont deux réels (ou complexes) fixes.

Définition : On définit o, = in = > X =D_% par: 6o=0 et ox:1=Ci+Xc1 pour ke[[0 n-1]].

i=1 1<i<n iel

De méme on définit 7z, = H x, =[x =11 par: m=1 et mu1=moxxX1 pour ke[[0 n-1]].

i=1 1<i<n iel
Partie | :
1) Justifier que :
i=n k=n p=n
a) Gp=X1+Xot... Xy b) o, =D X => X=X,
i=1 k=1 p=1

p=11

i=5 k=n
2) Calculer : > x pourx, =i » X pourx, =3 > X, pourX, = p’
i=1 k=1 p=3

3) Justifier que : Iixi = I:il X,y = EXH = ni X,
i=1 i=0 i=2 i=0
4) A-t-on lin:xi Yy, = 3 X n y; ? A-t-on ii: i=n1 ?
i1 i1 il izl X X

5) Justifier que :

1=n

a) i(xi+yi)=ixi+iiyi b) i;txi ~ 43 'x

i=1
6) Sachant que : in =X et Zyi =Y calculer
i=1 i=1

S00-4) 3% 43y) (A -2+ uly, + 1)

7) Compléter : a) ii(x”*iyi) =x"+y"+ Z?:? b) ii":(xnfiyi) _ z X'y’ + Z?
i=0 P o = >

1 i=n . i=n j=n X.
8) On pose : —in =m (comment désigne-t-on ce nombre ?) Calculer Z{xi - —J}
n 2 N

i=1 i=1 j

Connaissiez-vous cette propriété ? Enoncez la en une phrase simple.
9) On considére une « liste double » (; ; pi) 1<i<k OU X; sont les notes obtenues par un étudiant a la
o - o s 1
matiére i et p; sont les coefficients de cette matiére i. On pose : Z p,=Petm= EZ P, X,
i=1 i=1
i=k
Que vaut Z p,(x, —m) ? Connaissiez-vous cette propriété ? Enoncez la en une phrase simple.
i=1
1 i=k
10) On pose : o° = EZ p.(x, —m)*> comment désigne-t-on ce nombre ? Montrer que
i=1
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1 I:k H M Ve \
o’ = —Z P; iz —m? Connaissiez-vous ce théoréme ?

i=1
11) On considere une « liste double » (X ; Vi) 1<i<k OU X; sont les notes obtenues par un étudiant X a
la matiére i et y; sont les notes obtenues par un étudiant Y a la méme matiére i. On pose :

%Z X, =m, %2 y,=m, et cov(X,Y) =%Z(xi —m,)(y; —m,) comment désigne-t-on ce
i=1 i=1

i=1

1 . o
nombre ? Montrer que cov(X,Y) = —in y, —m,m,Connaissiez-vous ce théoréme ?
i=1

Partie 11 :
1) Justifier que :
i=n k=n p=n
a) TH=X1XX2X ... XXp. b) 7, =[x =11*x=11%
i=1 k=1 =1

n k=n
. H 2
2) Calculer : | | X, pour X, =1 | | X, pour x, =3 | | X, pour X, = p
i=1 k=1 p=3

3) Justifier que : llin[xi = Iﬁl Xiyg = 1 X, = 1 X,
i=1 i=0 i=2 i=0
4) A-t-on :
i=n i=n i=n i=n 1 l
a)HXiyi:HXi Y, ? b) H_: — ?
i-1 i21 -l i1 X Hxi

i=1

C) ﬁ(xi +Yi):1I___n[Xi +ﬁYi d) ﬁ(xi)p :[ﬁxij

5) Compléter :

o []2 :%ﬁxi b) ﬁ(xi ‘X)ﬁ(—xi - x) =?ﬁ(?_?)

i=2n i=n i=n
6) Montrer que : [ [i=]](2i-1)] J2i Ecrire cette égalité en termes de factoriel.
i=1 i=1 i=1

Partie 111 :
Soient 1I={1, 2, ..., n} et J={1, 2, ..., p} deux familles d’indices on note (Xi)ici jes (OU (Xij)1<i<n 1<j<p)
une variable indexée conjointement par | et J. On représente les xjj par un « tableau » a n lignes
(indexées par 1) et a p colonnes (indexées par J).
1) Dresser le tableau X=(Xij)ic1 jes dans les cas suivants:
a) 1I={1, 2, 3} et J={1, 2, 3, 4} et x;;=2i-j b) I={1, 2, 3} = J et x=1/(i+j-1)

o asii=j
1sii=
c) 1={1,2,34}=Jet x; = { 0 Sinonj b)1={1,2,3,4} =Jet x; =<bsii> j
c sinon

2) Soit X=(Xij)ici jes Un tableau « carré » 1=J={1, 2, ..., n}. Matérialiser sur ce tableau les éléments

1=n n n
suivants i Xiiel ; Xgjed; Xii>j; Xnsviiel; D X D% [I%; [TXiw
i=1 iel j=1 i=1
i=n,j=p
3) Quelle signification donneriez-vous a X ?

omion - HEn )

=1, J:]_
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5) Dans le cas ou 1=J caractériser (sur le tableau) z X;

I<i<j<n

6) Soient 1={1, 2, ..., n} et J={1, 2, ..., p} deux familles d’indices. On considere deux tableaux
X=(Xij)ic1 jes €t Y=(Yij)ic1 jes .La somme de X et Y est un tableau Z=X®Y=(z;j)ici jes OU Viel et VjeJ
Zij=Xij+Yij.

a) Montrer que : X®Y=Y®X (I’addition est commutative)

b) Montrer que : X®(Y®Z)=(X®Y)DZ (I’addition est associative)

c) Existe-t-il un tableau T tel que : X&T=T@®X=X ? (existence d’un élément neutre). Quelle
notation suggériez-vous pour T ?

d) Existe-t-il un tableau U tel que : X®&U=U®X=T ? (existence d’un opposé) (T étant le tableau
de la question précédente). Quelle notation suggériez-vous pour U ?
7) Soient 1={1, 2, ..., n} et J={1, 2, ..., p} deux familles d’indices. On considére deux tableaux
X=(Xi)ict jes €t Y=(Yi)ict jes . Le transposé de X est un tableau Z="X=(z;)ii jcj OU Viel et Vjel
Zij=Xji.

a) Montrer que : (X®Y)="X®'Y

b) On suppose n=p. Que peut-on dire de X si ‘X=X ? Que peut-on dire de X si 'X=-X ? (-X au
sens de 6-d)
8) Soient I={1, 2, ..., n}=J. On considere deux tableaux « carrés » X=(Xij)ici je1 €t Y=(Yij)ie je .La

trace de X est le nombre tr(X) = an

i=1
a) Montrer que : tr(Xe@Y)=trX+trY
b) Montrer que : tr("X)=tr(X)

Partie IV :
Soient 1I={1, 2, ..., n} et J={1, 2, ..., p} deux familles d’indices. On considere le tableau donnant

les notes (Xij)iec1 jes de I’étudiant i a la matieére j.

p
1) Que représente 1in ; Tofixé?
piI

2) Que représente 1inj jofixé ?
nig "

3) Donner trois formules permettant de calculer la moyenne de toutes les notes.
4) On considere la liste (cj)j<; 0U chaque cj est le coefficient de la matiére j.
a) Donner une formule permettant de calculer la moyenne pondérée de I’étudiant io.
b) Présenter les résultats sous la forme : (notes)(coefficients)=(moyennes des étudiants)

X, : X, \( Gy m,
X; C; |=|m,
Xy : Xp | C, m,
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Travaux, Dirigés N°2

Matrices : Généralités
EL METHNI M.

EXERCICE I :
1) Ecrire explicitement les matrices carrées d’ordre 4 dont le terme général a;; est donné par :

0 si i>]j
a)a;=Max{i;j} b)a;={(-)" si i=]j
i+] si i<]

3 3 2
2) Pour chacune des deux matrices précédentes calculer: Y a, , Y a; et > a,,,
i=1 =2 i=1

EXERCICE Il :
) 2 1 5 4 -1 3 7 -1 7
Soit A= B= C=
2 3 -3 0 1 -1 1 3 -3
1) Calculer : A+ 3B -2C 2) Les matrices A, B et C sont-elles lineairement indépendantes?
EXERCICE III

On considére la matrice A=(aij) € Mn«p(R) dont le terme genéral est donné par : a;=n(i-1)+j.

1) Ecrire la matrice A pour n=4 et p=5 et calculer:a) > a,,  b)[]a, C) D &
i=1 i=1 i=1
2) Ecrire cette matrice A pour n=p (quelconque) et calculer :

a) iaii b) ﬁ &, C) iai,m—l—i

EXERCICE IV:

Soit A=@ Sj B:G _11 _31] c=(2 3) D=[§j

1) Calculer (si cela est possible) les produits : 3A, A+ B, AB, BA, AC, CA, AD, DA, BC, CB, BD,
DB, DC, CD, 3A+5DC, (AD)C et A(DC)
1) Résoudre I’équation matricielle d’inconnue X : 3A+4X=5DC
EXERCICE V:(statistique descriptive)
n étudiants sont testés avant et apres un cycle de formation.
Dans toute la suite toute matrice scalaire (a) sera identifiée avec le nombre a.
Soit X (respectivement Y) le vecteur colonne des notes des n étudiants avant (respectivement
apres) le cycle de formation. On a : X = (X1, X2, «ovy Xn) y = (Y1, Y2, ., Yn)onpose A=(1 1 .. 1).

1 1 ) o\ .
1) Calculer: AX AY —AX et —AY Quereprésentent ces deux dernieres matrices?
n n

A A

b)Onpose:7=1AXet7=£AY.CaIcuIer)?=7‘A Y=V'A X=X-X et Y=Y-Y
n n

Que représentent ces deux derniéres matrices?
c) On considere la matrice Z de format nx2 dont la premiere colonne est X et la deuxiemeY .

1 . - .
Former Z et 'Z. Calculer : =2 Z. Que représentent les quatre coefficients de cette matrice?
n
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Un chocolatier fabrique trois qualités de chocolat. La fabrication du chocolat nécessite 4 matieres
premieres : cacao, lait, sucre et matiére grasse. Le tableau des coefficients techniques suivant peut

étre considéré comme une matrice M ou chaque ligne cacao | lait | sucre | matiere
indique la quantité d’unités nécessaire a la fabrication grasse
d’une unité de chocolat. chocolat1 | 7 3 5 0
1) Comment interpréter chaque colonne? chocolat2 | 8 4 2 1
2) Le chocolatier regoit une commande de 7 unités de | chocolat3 | 9 1 3 5

chocolat N°1, 4 unités de chocolat N°2 et 11 unités de
chocolat N°3. On peut représenter cette commande par une matrice ligne C = (7 4 11).Calculer le
produit C.M et en donner une interprétation.

3) On connait le prix de chaque composant intervenant dans la fabrication du chocolat, Soit P la
matrice colonne des prix : P ='(3 2 4 5). Calculer le produit M.P et en donner une interprétation.
4) Calculer C.M.P de deux maniéres. Que représente-t-il ?

EXERCICE VII (d’apres examen partiel)
Soit ¢3(R) I’ensemble des matrices carrées 3x3 a coefficients réels.
On dit qu'une matrice A = (aj;) de Mz(R) est semi-magique si :
(@) la somme des éléments de chaque ligne vaut s
(b) la somme des éléments de chaque colonne vaut s.
j=3 i=3
Ce qui s'écrit: (@) Vi=1,2;3 JZaij =5 () Vi=123 Y a;=s
=1 i=1
On dit qu'une matrice A = (ajj) de M3(R) est magique si, en plus des propriétés (a) et (b) elle
vérifie (c) : la somme des éléments de chacune des deux diagonales vaut s
On désigne par S le sous-ensemble de s3(R) des matrices semi-magiques et par M le sous-
ensemble de 913(R) des matrices magiques.
1)  a) Ecrire la condition (c) portant sur les coefficients d'une matrice magique a la maniére de
(@) et (b))

b) Parmi les matrices suivantes quelles sont les matrices magiques? semi-magiques?

111 1 00 0 01 1 00
X=/111 B=01 0] C={0 1 0] D={0 0 1
111 0 01 1 00 010
0 01 010 010 4 9 2
E={1 0 0f F=|1 0 O G={O 01 U=[3 5 7
010 0 01 1 00 8 1 6

2) Montrer que S et M sont stables pour I’addition et pour la multiplication par un réel.

3) Ecrire X comme combinaison linéaire de D, F et C et comme combinaison linéaire de E,B et G.
En déduire que chacune des 6 matrices B, C, D, E, F et G s'écrit comme combinaison linéaire des
5 autres

4) Soit A = (ajj) une matrice magique de M. Calculer la somme des 9 coefficients de A en fonction
de s. Calculer le terme ay, en fonction de s.
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Travaux. Dirigés N°3

Matrices carrées
EL METHNI M.

EXERCICE I :
1) On considére le polynéme en x  p(x)=(x-1)(x+2). Combien admet-il de racines réelles?
2) Soit A une matrice carrée et soit le polynébme en A P(A)=(A-1)(A+2I)
a) Montrer que P(A)=A?+A-2I
b) Vérifier que pour chacune des matrices suivantes on a P(A)=0

a5 3) A0 1) A5 1) AT 1) e

¢) Quelle conclusion peut-on en tirer?

-2 a
d) Donner I’inverse de : A:[O J aeR

EXERCICE II:
Soit A une matrice involutive.

1) Montrer que les deux matrices %(I —A) et %(I + A) sont idempotentes.

2) Montrer que E(I - A)}B(I + A)} =0

EXERCICE II1

On considére les quatre matrices : A = 0 -1 = 3 5 - 12 _ 11
| 'A1_11 AZ_01 AS_oo A“_01

1) Montrer quelles sont linéairement dépendantes. On écrira, pour cela, A, comme combinaison
linéaire des autres.
2) Est-ce que A; dépend linéairement des autres ?
3) Montrer qu’une matrice nulle dépend linéairement de n’importe quel ensemble de matrices de
méme format.
EXERCICE IV
1) Donner deux matrices carrées A et B telles que : AB=0 et BA=O0.
Calculer (A+B)(A-B) et A-B? et comparer.
Calculer (A+B)? et A>+2AB+B? et comparer.
2) Soient A et B deux matrices carrées de méme ordre n
Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que (A+B)(A-B)=A?-B” est que A et B
commutent.
3) Soient A et B deux matrices carrées de méme ordre n

Montrer qu’une condition suffisante pour que (A+B)?=A?+2AB+B? est que A et B commutent.
Cette condition est-elle nécessaire?
4) Soient A et B deux matrices carrées de méme ordre n telles que AB=BA

Montrer que : (A+B)" =Y CfA"*B* neN~*
k=0

Donner une expression analogue pour (A-B)".
2 11

Application numérigue : soit A=|0 2 1
0 0 2
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011
a) Montrer que lamatrice J =| 0 0 1 | est nilpotente et donner son indice de nilpotence.
0 0O

b) En remarquant que A = 2l + J calculer A" pour neN*.
EXERCICE V :

Soit A=(ajj) € Mnxp(R) B=(bij) € Mp«q(R) et C=AB

1) Montrer que si une ligne d’indice i de A est nulle il en est de méme de la ligne de méme indice
de C

2) Montrer que si une colonne d’indice j de B est nulle il en est de méme de la colonne de méme
indice de C

3) Montrer que si une colonne d’indice j de A s’écrit comme combinaison linéaire des p-1
colonnes restantes de A alors toutes les colonnes de C s’écrivent comme combinaison linéaires des

p-1 colonnes restantes de A.

EXERCICE VI :
Soit A, B et P trois matrices carrées de méme ordre n et soit ke N*. On suppose que P est
inversible et que B = P™AP.
1) Montrer que B = PA*P et que A = PB*P™*
2) En déduire que oA + oyt A+, + oA + auA + agl = 0 si et seulement si
ockBk + ak-lBk'l +.. 4+ 0uB%+ B + ol =0 ouVvi=01,..k ;e R

EXERCICE VII :
Soit A=(a;;) une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est triangulaire inférieure (respectivement
triangulaire supérieure) si Vi<j a;;=0 (respectivement Vi>j a;=0). On dit que A est triangulaire
unipotente si A est triangulaire etsivi a; =1.

1) a) Montrer que la somme de deux matrices triangulaires inférieures (respectivement
triangulaires supérieures) de méme ordre est une matrice triangulaire inférieure (respectivement
triangulaire supérieure).
b) La somme de deux matrices triangulaires unipotentes est-elle une matrice triangulaire
unipotente?
2) a) Montrer que le produit de deux matrices triangulaires inférieures (respectivement
triangulaires supérieures) de méme ordre est une matrice triangulaire inférieure (respectivement
triangulaire supérieure).
b) La matrice produit de deux matrices triangulaires unipotentes est-elle triangulaire unipotente?
EXERCICE VIII :
Soient A, B, et C trois matrices carrées et D=diag(A,B,C). Montrer que D est nilpotente si et
seulement si A, B, et C le sont.
EXERCICE IX:
Soit U=(u;;) la matrice carrée d’ordre n définie par : Vi=1,2, ... ,n et Vj=1,2, ..., n u;=1 et soit
A=U-I, ou I, est la matrice identité d’ordre n.
1) Calculer U? et en déduire AZ.
2) Déterminer deux nombres réels A et p tels que la matrice P=AA+pl, soit involutive (P*=l,).
EXERCICE X :

1 0 -a

. 2
Soit E={M,=|a 1 _aé tel que aeR

0 0 1

1) Montrer que la multiplication habituelle des matrices est une loi de composition interne dans E.
2) Montrer que E, muni de la multiplication habituelle des matrices, est un groupe. Est-il
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commutatif ?

3) Calculer My" pour neN*.
EXERCICE XI :
Une matrice carrée d’ordre 1 A=(a) sera identifiée au nombre réel a.
Etant donnés trois nombres réels x, y et z tels que x*+ y*+z?=1. On considére les matrices :

X 0 z -y 1 00
U=|y| M=|-z 0 X I={0 1 O
z y —-x 0 0 01

1) Calculer U'U, 'UU, M? et P=1+ M?.
2) Vérifier que P= U'U et en déduire que P?=P
3) Montrer que PM=MP=0, en déduire que pour neN* (-1)"M*" ne dépend pas de n. (on peut
examiner (P- M?)".
PROBLEME :

1 A
Soit E = {Al = (_}/ _J eM,(R) tqg A€ R*} et A, et A, deux éléments de E.
A

1) a) Montrer que A, et A, commutent si et seulement si A=p

b) Montrer que A3A, + AAy =Ky I oU | est la matrice idendité et kj , est un réel que I’on
déterminera.

c) Montrer que k;,, = 0 si et seulement si A=p

d) Que peut-on en déduire sur Az, ? e) Calculer (A, + A,)?
)20
2) a) Pour tout entier n > 1, montrer que (A, + Aﬂ)2 =(-1)" % I
7

b) Montrer que (A, + Az)™" ne dépend pas de A
3) Rappelons qu’une matrice A=(aj;(x)), dont les coefficients dépendent d’un parametre x , admet
une limite quand x tend vers I’infini, s’il existe une matrice L=(l;;) telle que
Vi V) ay(X)—5l

p=n
a) Montrer que la matrice B = Z(Ai + AU)2p admet, quand n tend vers I’infini, une limite
p=1
que I’on calculera.

p=n
b) Exprimer simplement la matrice C = Z(Ap + AM)2
p=1

c) Montrer que la matrice C admet, quand n tend vers I’infini, une limite que I’on calculera.

1 0 0 A
4) On decompose A, = + =J+K
0 -1 |-/} 0

a) Montrer que J2=-K2=|
b) En déduire que JK+KJ=0

1 0 0 A
0o -1 - gl 0
5) Soit D = En utilisant une partition adéquate :
0 7 1 0
= }/ o o0 -1
U
a) Calculer D2 b) En déduire D" pour I’entier n > 2

¢) On suppose n pair, montrer que D" est inversible si et seulement si A=p
d) Etudier I’inversibilité de D" pour n impair.
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Travaux. Dirigés N°4

Opérations élémentaires, Matrices €lémentaires
EL METHNI M.

EXERCICE | :
2 0 O
Soit A=|0 1 -1| On considére les trois opérations élémentaires L,(4), L3,(5) et L, et soit E;,
1 0 2

E, et E; les matrices élémentaires correspondantes.

1) Donner E4, E; et E;

2) Calculer et comparer :
a) L2(4)(A) et E/A b) L32(5)(A) et E,A C) L21(A) et EgA
d) L2(4)Ls2(5)(A) et E1E,A  €) Lasla(4)Lsa(5)(A) et EsE(E-A

EXERCICE Il :
1 2 3 2 5 7 2 5 7
Soit A=| 2 5 7 B=|1 2 3 c=|1 2 3
-2 -4 -5 2 -4 -5 -1 -2 -2
1)  a) Trouver une matrice élémentaire E; telle que B = E;A. Calculer E;*
b) Trouver une matrice élémentaire E, telle que C = E,B. Calculer E,”

c) En déduire une matrice P inversible C = PA. Calculer P™
2) Exprimer les lignes de C comme combinaisons linéaires des lignes de A

3 -2 -1
3) Vérifierque | -4 1 —1] estl’inverse de A. En déduire I’inverse de B et de C.
2 0 1

EXERCICE 11 :
Soit A = (a;) une matrice diagonale d’ordre n.

n

1) Montrer que si [ Ja; #0 alors A est inversible.
i=1

2) Donner, dans ce cas, son inverse At

3) Ecrire A™ comme produit de matrices élémentaires.

EXERCICE IV :
Soient A=(ajj) € Mnxp(R) et D=diag(ds, dz, ..., dn).
1) a) Ecrire D comme produit de matrices élémentaires.
b) En déduire le terme général de DA.
2) Application numérique : calculer DA ou n=50 et p=100 et Vi=1, .., 50 di=i et Vi=1, .., 50
Vj:]., .., 100 aij:i+j-1

PROBLEME : (Etude des p-matrices)
Mn(R) designe I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels, 1, est la matrice
identité d’ordre n, R." désigne I’ensemble des matrices colonnes a n lignes a coefficients réels.
On note [;; I’opération élémentaire de lignes qui échange (permute) la ligne i et la ligne j d’une
matrice. (i n’est pas nécessairement distinct de j). On note Ejj la matrice élémentaire
correspondant a ;. (E;=lij(In)). (Rappelons que l;;(A)=E;A).
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On considére les matrices :

0100 0100 0 0 01 X,

0 001 1 000 1 000 X, .
— = L = et X = c R ¢

0 010 0 0 01 0 010 X3

1 000 0 010 0100 X,

D

On appelle t-matrice toute matric
élémentaire de lignes du type ;;.
On appelle p-matrice toute matrice obtenue a partir de I, par application (composition) d’un
nombre fini d’opérations élémentaires de lignes du type ;.
On désigne par &, I’ensemble des p-matrices carrées d’ordre n.
1) Donner @, ® et ®. Dresser la table de Pythagore de ® pour la multiplication habituelle des
matrices. Quelle est la structure de ® pour cette multiplication ?
2) a) Donner la suite d’opérations élémentaires de lignes transformant I, en J, I, en Ket I, en L.
Exprimer J comme produit d’un nombre fini de t-matrices.
b) Calculer JX, appliquer a X la suite d’opérations élémentaires de lignes transformant 1, en
J. Que peut-on en conclure ?
c) JK et KJ sont-elles des p-matrices ?

d) Calculer JL et LJ. Que conclure ? Comparer JetL.
3) Dans @, on considére la multiplication habituelle des matrices.

obtenue a partir de I, par application d’une seule opération

a) Montrer que le produit de deux p-matrices est une p-matrice

b) Montrer qu’une p-matrice est inversible.
c) Montrer que @, , muni de la multiplication habituelle des matrices, est un groupe. Est-il

commutatif ?

4) a) Soit T une t-matrice. Montrer que =T,

b) Montrer que la transposée d’une p-matrice est une p-matrice

¢) Montrer que I’inverse d’une p-matrice est égale a sa transposée.
5) Soit Ac @, , X="(Xs, X2, ... , Xn) €Rc" et Y=AX='(y1, V2, ... , Yn)eRC".
Montrer que Vie{l, 2, ...,n} Jje{l, 2, ...,n} unique tel que y;i=x;.
6) Soit Ac @, , X="(X1, X2, ... , Xn) €Re" 6t Y=AX='(y1, V2, .. , Vn) €Rc" et E={Xy, Xz, ... , Xn}
I’ensemble des coefficients de X. D’apres la question précédente E est aussi I’ensemble des
coefficients de Y. On dit qu’un coefficient x; de X est invariant par A si y;=x;. Autrement dit si X;
se retrouve & la méme ligne dans Y (que dans X). On note Inv(A) le sous-ensemble de E des
éléments invariants par A et on désigne par Ea son complémentaire dans E que I’on appelle
ensemble d’efficacité de A. Une p-matrice dont I’ensemble d’efficacité est égal a E est dite
complete.

a) Donner I’ensemble d’efficacité de J, K et de 1,.

b) Quel est le nombre d’éléments de I’ensemble d’efficacité d’une t-matrice ?

c¢) Donner une borne inférieure et une borne supérieure de I’ensemble d’efficacité d’une p-

matrice qui n’est pas une t-matrice.

d) Montrer que deux p-matrices ayant des ensembles d’efficacité disjoints commutent.
7) Soit Ac®, . On appelle degré de A le plus petit entier naturel k>0 tel que A=l

a) Quel est le degré de 1,? Quel est le degré d’une t-matrice ?

b) Quel est le degré de J ? Donner le sous-groupe engendré par J.

c) Soit Ae @, de degré pair (k=2r), quel est Iinverse de A" ?

d) Montrer qu’une p-matrice est symétrique si et seulement si son degreé est 1 ou 2.
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Travaux, Dirigés N°5

l.r.e etrang
EL METHNI M.

EXERCICE | :
Reconnaitre, parmi les matrices suivantes, celles qui sont ligne réduites et celles qui sont ligne
réduites échelonnées et dire pourquoi les autres ne le sont pas. Trouver les matrices l.r.e de ces

dernieéres :

0

0
0
0

o O

o O O O

o O

1

0
0
0

O O O B+

0

1
2
0

o o1 A O

N b O -

N b O -

o O w k-

o O w B

A P o

EXERCICE Il :
Donner toutes les formes générales des matrices ligne-réduites échelonnées de format 2x3 de rang

1 et de rang 2.
EXERCICE Il :

01200

10 -101 2 0 -101 01
1 06 0O

00 0 1 3 00 0 1 3 00
0 00O0O

00 0 01 00 0 0O 0 0
00010

00 0 OO 00 0 O 3 00
0 00O0O
01 2 0O

1 0 401 10 -100 0
10 -100

00 0 10 00 0 10 0
00 0 OO

00 0 01 00 0 OO 0
00 0 10

00 0 0O 00 0 OS5 0
00 0 OO
01400

10 -131 2 0 -1 31 01
10500

00 0 1 2 00 0 1 2 0 0
0 00O0O

00 0 01 00 0 0O 0 0
00010

00 0 0O 00 0 O 3 0 0
0 00O0O
01400

10 -101 2 0 -100 01
1 0500

00 0 10 00 0 10 00
0 00O0O

00 0 01 00 0 0O 00
00010

00 0 OO 00 0 O 3 00
0 00O0O

Il est connu (voir cours) que si A et B sont ligne-équivalentes alors rang(A) = rang(B).
Montrer que la réciproque est fausse.

EXERCICE IV :

1) Donner le rang des matrices Ajsuivantes: A =|0

100 010
1 0] A=A=[0 0 0
000 001

2) Soit R; la matrice ligne-réduite échelonnée de A; =1, 2,3

a) Calculer
b) Calculer

AAs AAs; RiRs et RyR3
rang(A1As)  rang(A;As)  rang(RiRs) et rang(RzRs)

Que peut-on en conclure?

o O O B

-5

o O O
o
o B O O
o r O O

o
o —r O O

o
o » O O

O w N P

o w N B

o W N B
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EXERCICE V :

1 400
) o 1 41 2 . : :
1) Trouver la matrice l.r.e R associée a A= 0012 et déterminer une matrice P telle que
1 41 2

R=PA
2) Quel est le rang de A?
3) Veérifier que les lignes non nulles de R sont linéairement indépendantes
4) Vérifier que les colonnes pivots de R sont linéairement indépendantes
5) Vérifier que les colonnes non pivots de R sont des combinaisons linéaires des colonnes pivots
d’indices inférieurs
6) Donner les combinaisons linéaires entre les colonnes de A.
EXERCICE VI :

Soient A=(ajj) € Mn1p(R) avec Vi=1, ..,n Vj=1, .., p a;=i+j-1
1) Pour n=4 et p=5

a) Donner une suite d’opérations élémentaires de lignes transformant A en une matrice ayant la
méme premiére ligne que A et dont tous les autres coefficients valent 1

b) En déduire la l.r.e de A.
2) Pour n=50 et p=100

a) Décrire une suite d’opérations élémentaires de lignes transformant A en une matrice ayant la
méme premiere ligne que A et dont tous les autres coefficients valent 1

b) En déduire la forme générale de la l.r.e de A.
3) Quel est le rang de A pour n et p quelconques ?

EXERCICE VII :
-3+24 24 -3 24
24+ -4 -2

A
On considére la matrice A= ot AeR
3-24 24 3 =22

1-4 A1 -2
1) Vérifier que A= 0
2) Montrer que si A = 0 alors rang(A) = 1
3) Montrer que si A = 0 alors rang(A) = 2
EXERCICE VIII :
Soit Xe Mnp(R) et keN 1<k<p. On note Ci(X) la sous-matrice obtenue en considerant les k

premiéres colonnes de X.

I I
1) Montrer que si X ~Y alors Cy(X) ~ Ci(Y)

2) Montrer que si Y est une matrice ligne-réduite échelonnée alors Cy(Y) est aussi une matrice
ligne-réduite échelonnée.
3) En déduire que si la matrice augmentée (R | H) est la matrice ligne-réduite échelonnée de (A | K)

alors R est la matrice ligne-réduite échelonnée de A.
EXERCICE IX:
Soit A une matrice non nulle de format nxp.
Montrer que rang(A)=1 si et seulement si A peut se mettre sous la forme d’un produit A = BC ou B
et C sont deux matrices non nulles de format respectif nx1 et 1xp.
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Travaux, Dirigés N°6

Systémes linéaires
EL METHNI M.

EXERCICE | :
Résoudre le systeme linéaire suivant et donner la solution sous forme canonique.
X, —=2X,—X; = 2
2X +4X, + X, = 7
3% +6X,-2%, = 7
EXERCICE Il :
Les systémes suivants sont-ils compatibles ? Si oui donner la solution sous forme canonique.
X, —2X,+X;-2%x, = 1 X, —2X, =X, = 2
X, +X, =X, +X, = 2 2X, +AX, + X, = 7
X, +7X,=5%,—-X, = 3 3% +6X, 2%, = 7
EXERCICE Il :
Trouver un nombre de trois chiffres sachant que
° La somme des chiffres est égale a 14
L En permutant le chiffre des unités avec celui des dizaines ce nombre augmente de 36
° En permutant le chiffre des unités avec celui des centaines ce nombre augmente de 297
EXERCICE IV :
Résoudre et discuter selon le paramétre k les systemes linéaires suivants :
x-y=1 X—ky+z=Kk
2Xx—-y=3 —X+ky+z=1
3x—-4y =k X+ky—-z=1
EXERCICE V :
Discuter, selon les valeurs du paramétre A et donner, s’il y a lieu, les solutions sous forme
X, +AX, +2A%, = 2
canonique du systeme linéaire suivant : ¢ —x, +2x, —24x, = 1
=X, —AX, +4x, = -2
EXERCICE VI :
X+2y-9z=1
On considere le systeme linéaire —-y+Az=-2 ou A estun parameétre réel.
—X+Ay+z=7

Pour quelle(s) valeur(s) de A ce systéeme est-il incompatible?
EXERCICE VII :

On considere un systeme linéaire (£) : AX=K ou K=0. Soient S; et S, deux solutions de (C).

Trouver tous les réels a et B tels que aS;+ BS; soit aussi solution de (&).
EXERCICE VIII :

Discuter, selon les valeurs des parametres A et p I’existence et le nombre de solutions du systéeme
linéaire suivant (Ne pas donner la forme explicite de la (les) solution(s) quand elle(s) existe(nt)) :
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X, + X, + AX, = A2

(A-1)x, + (L-A)Ax, = A=A
(A+2)X +(A+2)A%, +(A+2X, = u+A+A?
EXERCICE IX:
X+ Ay = «
AX+ =
On considere le systéeme linéaire : y ’Bou (., o, By, 8)eR>.
X+Ay+z+ At = y
X—y+Az+t = &

1) Montrer que la condition nécessaire pour que ce systeme admette une infinité de solutions est
que A=1 ou A=-1.
2) Donner la solution générale sous forme canonique dans le cas ou A=1

EXERCICE X :
1 01 0
-1 10 a 5
On considere le systeme linéaire (€) : AX=K ou A= o1 X=[x| K= 10
X3
10 5
1) Ce systeme est-il incompatible?
2) Calculer B='A.A et B*
3) Résoudre le systéme linéaire 'A.AX ='A.K
EXERCICE XI :
: a b
Soit A= ( ]
c d
1) Montrer que si ad-bc=0 alors les lignes de A sont linéairement dépendantes.
2) Montrer que A est inversible si et seulement si ad-bc+0
3) Si A est inversible donner I’expression de son inverse A
2 1
4) Calculer I’inverse de A=
3 3
o . : , N 2x+y=1
5) En déduire I’'unique (pourquoi ?) solution du systéme linéaire :
3Xx+3y=-2
EXERCICE XI|I :
1) Montrer que les matrices lignes de A;=(5 8 1), A,=(0 2 1) et A;=(4 3 -1) sont linéairement
58 1
indépendantes. En déduire que A={0 2 1 est inversible et calculer son inverse.
4 3 -1
SX +8x,+x;, = 1 SX +8x,+%x; = a
2) Résoudre les systémes linéaires : 2X, + X, =0 2X, + X, = b
4% +3X, =X, = 2 4% +3X,— X, = C
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Travaux, Dirigés N°7

Déterminants
EL METHNI M.

EXERCICE I :

1
1) Calculer |3
5

o b~ O

6
1
2

2) Sans le calculer montrer que le déterminant suivantestnul: |1 1 -4 1

'—\
A
|_\
[EEN
o

EXERCICE I :
1 1 1 a-b-c 2a 2a
Calculer les déterminants suivants : | a b c 2b b-c-a 2b
b+c c+a a+b 2c 2cC c-b-a
EXERCICE I :
Vérifier que les entiers : 169, 1300, 1313 et 5265 sont divisibles par 13. En déduire, sans le
0 1 6 9
. . . . -7 00
calculer, que le determinant suivant est divisible par 13. 13 1 3
5 2 6 5

EXERCICE IV :
Développer sous forme de produit de facteurs le déterminant suivant. En déduire les solutions de
X+2 2x+3 3x+4

I’équation A(X)=0. A(x)=|2x+3 3x+4 4x+5
3x+5 5x+8 10x+7
EXERCICE V :

Résoudre I’équation en x suivante :

X X X
o O 9
o T 9
O O O =

EXERCICE VI : (D’aprés examen partiel)
Soit A:(aij) EMQ,(R)
1) Verifier que : det(A) = aj1ap;a33 + 81083831 + 81382183 — 811823837 — 812821833 — 813822831
Soit A=(aij) e M5(R) telle que V(i) {1,2,3¥ aije{-1,1}
2) Quelles sont les valeurs possibles de Haij = a11812813821890823831832833 ?
i
3) a) Montrer que -6<det(A)<6
b) Montrer que det(A)=6 et que det(A)=5
4) Donner un exemple d’une telle matrice A telle que det(A)=4.

EXERCICE IV : (D’aprés examen partiel)
Sous quelles conditions, portant sur les parameétres réels a et b, le déterminant suivant est-il nul?
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3b 0 O
a 2b 0
2b a b
0 3b a

o O T o

EXERCICE VII :

Soit A=(ajj)e Mn(R) telle que Vi Vj ajjeZ.

Montrer I’équivalence suivante :

Al existe et tous ses coefficients sont dans Z si et seulement si |det(A)|=1
EXERCICE VIII : (D’aprés examen partiel)

a+Aa a a a a
a a+A a a a
, . a a a+A a a
Calculer le déterminant :
a a a a+Ai a
a a a - R ]

EXERCICE IX:
Résoudre en utilisant la technique des déterminants et selon les valeurs du paramétre réel A, le
systeme linéaire suivant :

X+2y+9z = 1
-y+Az = =2
—X+Ay+z = 7
EXERCICE X :
a b b
Soitaetbdeuxréelset A=|b a b].
b b a

1) Calculer det(A). Quelles sont les conditions sur a et b pour que A soit inversible?
2) On suppose ces conditions réalisées. Calculer I’inverse de A en :
a) utilisant I’adjointe.
b) résolvant un systéeme linéaire AX=K.
c) utilisant des opérations €lémentaires de lignes.
EXERCICE Xl :
Soi Dy le déterminant d’ordre n : |ajj| tel que ajj=0 et Vizj ajj=1. On designe par A, le
déterminant d’ordre n obtenu en remplacant a;; par 1 dans D,,.
1) Exprimer D, et A, en fonction de Dy.; et Ang
2) En déduire le calcul de D, et A, en fonction de n.

EXERCICE XII :
Soit An=(ajj)e Mn (R).
1) Montrer que det(A'A)>0
2) Montrer que si A est triangulaire supérieure ou inférieure ou en particulier diagonale on a

det(A) = ﬁaii

3) Montrer que si A est antisymétrique d’ordre impair alors det(A)=0.
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