Travaux, Dirigés N°8

Espaces et sous-espaces vectoriels
EL METHNI M.

EXERCICE | :
Soit R? = {u=(xy)tgx € R ety e R} muni de I’addition habituelle des couples. On y définit la
multiplication par un scalaire de la maniére suivante :

Vi eR Yu=(xy) € R® AU = A(x,y) = (Ax,0)

Quelle est I’axiome de la structure d’espace vectoriel qui n’est pas vérifié? Que peut-on en
conclure?

EXERCICE Il :
Soit x et a deux vecteurs d’un R-ev E. On considere I’équation d’inconnue X et de parametre a :
4(x-2a)-05(2x+a)=15(x+a)
1) Résoudre cette equation en détaillant toutes les étapes et citant a chaque étape I’axiome (de la
définition d’un espace vectoriel) utilisé.
2) En comparant aux calculs usuels dans R ou dans C, quelle est I’opération « interdite » ? (non
définie).

EXERCICE Il :

X 2
SoitE = {(y ij tq (x,y) e RZ} Montrer que E est un R-espace vectoriel

EXERCICE IV :
On considére I'espace vectoriel R® et les sous-ensembles suivants :
a)E={veR’tgv=(x,0,0) xeR} b) F={veR*tgv=(x11) xeR}

0)G={veR’tqv=(xy,2) avec x+z=y} d) H={veR’tgv=(xy,2) avec x=2y|

1) Donner quelques éléments de chacun de ses sous-ensembles
2) Lesquels de ces sous-ensembles sont des sous-espaces vectoriels de R*?

EXERCICE V :
1) On considére les sous-ensembles suivants de I’espace vectoriel R?
A={u=(x,y)eR2 tq x>y} B={u=(x,y)eR?tq x-y=1}
C={u=(x,y)eR?2tq x?=y} D={u=(x,y)eR? tq x-y=0}

Représenter graphiquement ces sous-ensembles et indiquer les sous-espaces vectoriels de R2.
2) Donner un sous-ensemble de I’espace vectoriel R2 stable pour I’addition et pour I’opposé et qui
ne soit pas un sous-espace vectoriel de R2.

EXERCICE VI :
Soit R3[X] I'espace vectoriel des polyndmes de degré < 3. On considére les sous-ensembles
suivants

a) E:{p(x)eRS[X] tq p(x)=a, +ax+a,x*+a,x’ avec aozl}
b) E={p(x) eR,[X] tq p(x)=a,+ax+a,x" +ax’ avec a,+a,+a,+a,=0}
c) E={p(x)eR3[X] tq p(x)=a, +ax+a,x* +a,x° avec (ao;al;az;a3)ez4}

1) Donner quelques éléments de chacun de ses sous-ensembles
2) Lesquels de ces sous-ensembles sont des sous-espaces vectoriels de R3[X]?
EXERCICE VII : (D’aprés examen)

Soit 1 1o et J 11 et E {M I +yJ tq (x,y) RZ}
= = = = , (=
01 01 %y A

Montrer que E est un R-ev pour les opérations habituelles.
EXERCICE VIII :
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1) Le vecteur u=(3,10,-7,5) appartient-il au sous-espace vectoriel de R* engendré par les deux
vecteurs : x=(1,4,-5,2) ety = (1,2,3,1)?
2) Déterminer A et u de fagon que le vecteur (A,u,-25,-1) appartienne au sous-espace vectoriel de
R4 engendré par x =(1,4,-5,2) ety = (1,2,3,1)

EXERCICE IX:
1) Donner deux sous-espaces vectoriels A et B d’un espace vectoriel E dont I’union n’est pas un
sous-espace vectoriel de E.
2) Montrer que I’'union de deux sous-espaces vectoriels A et B d’un espace vectoriel E est un sous-
espace vectoriel de E si et seulement si AcB ou BcA.
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Travaux, Dirigés N°9

Familles libres, familles génératrices
EL METHNI M.

EXERCICE | :
1) Mon?:[rer que les vecteursu=(221),v=(131)etw=(-21 3) sont linéairement indépendants
dans R
2) Montrer que les vecteursu=(103),v=(012) etw = (3 -17) ne sont pas linéairement
indépendants dans R® et donner la relation linéaire qui les lie.

EXERCICE Il :
1) Montrer que les deux matrices colonnes A='(1 2) et B='(1 -2) engendrent R2. A et B sont-elles
linéairement indépendantes ?
2) Montrer que les trois matrices colonnes A='(1 2), B='(1 -2) et C='(3 2) engendrent R%. A, B
et C sont-elles linéairement indépendantes ?
3)3Montrer que les trois matrices colonnes A='(3 1 5), B='(2 1 4) et C='(-1 2 3) engendrent
R”.

EXERCICE Il :
1) Le vecteur u=(3,10,-7,5) appartient-il au sous-espace vectoriel de R# engendré par les deux
vecteurs : x=(1,4,-5,2) ety = (1,2,3,1)?
2) Déterminer A et u de facon que le vecteur (A,u,-25,-1) appartienne au sous-espace vectoriel de
R4 engendré par x =(1,4,-5,2) ety = (1,2,3,1)

EXERCICE IV :
2 -1 -3 13
SoitA=| -3 1 4 |=(A" A® A’)et K=|-16| Kappartient-il a I’espace des colonnes
1 1 O 1
de A?
EXERCICE V :

On considére I'espace vectoriel E=R® et F le sous-espace engendré par {(1,0,0) ; (0,1,0)} et G le
sous-espace engendreé par {(0,1,1) ; (1,0,1)}. Donner FNG

EXERCICE VI :
Soit Ry[x] le R-espace vectoriel des polynémes de degré < 2. On considére les polyndmes
{e1; e2; es} définis par: ey(X)=2+x+4x>  e5(X)=1-x+3x° e3(X)= 3+2x+5x°
Ecrire les polyndmes suivants comme combinaison linéaire de ey, e; et e3
a) p(x)=0  b) q(x)=-2-2x c) r(x)=11+5x+19x>
EXERCICE VII :

Soit My(R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n
1) Montrer que toute matrice A de M,(R) s'écrit comme somme d'une matrice symétrique et d'une

matrice antisymétrique. A:%(A+ IA)+%(A— ‘A)

2) Décomposer quelques matrices carrées sous cette forme.
3) Soit S le sous-ensemble de M,(R) des matrices symétriques et 7 celui des matrices
antisymétriques.

a) Montrer que S et 4 sont des sous-espaces vectoriels de Mp(R).

b) Montrer que My(R) =S® 4

EXERCICE VIII :
Soit S={us; uy;...; uy} une famille d'un R-espace vectoriel E. On considére les trois transformations

suivantes :
a) échange de l'ordre des vecteurs
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b) multiplication de I'un d'eux par un réel non nul
c) remplacement de I'un des vecteurs par lui-méme augmenté d'un multiple d'un autre vecteur.
1) On suppose S libre.
a) Montrer que cette famille reste libre lorsqu’elle subit un nombre fini de ces transformations.
b) On considere les vecteurs : vi = Ug ; Vo = U+ Uz ; V3 = Ut Uzt Uz ;...; V,, = Urt Ut ..+ Uy
Montrer que la famille {vi; v2;...; va} une famille libre
2) On suppose S quelcongue. Montrer que le sous-espace engendré par cette famille n’est pas
modifié lorsqu’elle subit un nombre fini de ces transformations.
EXERCICE IX:
Soit Rp[x] le R-espace vectoriel des polyndémes de degré <n.
1) On considére n = 2 et soit p(x) un elément de R;[x] de degré 2. Montrer que p(x) et ses deux
polynémes dérivées p'(x) et p"(x) sont linéairement indépendants
2) On considére n quelconque et soit p(x) un élement de R,[x] de degré n. Montrer que p(x) et ses
n polyndmes dérivées p'(x), p"(x) ... et p"(x) sont linéairement indépendants.
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Travaux. Dirigés N°10

Bases et dimension
EL METHNI M.

EXERCICE I :
Dire, sans calcul, pourquoi les familles suivantes ne sont pas des bases de R?
a)((11):33) b(@E1D;00) (@1);Qa0);(0 1)
EXERCICE Il : (D’apres examen partiel)
Soit F={x=(X; X, X3)eR® tq X;+x, +x3=0}
G={X=(X; X; X3)eR® tq X;-2X,+X3=0 et -X;+3X,-2x3=0}
1) Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels (pour étudiants intéressés
supplémentaires)de R® et donner une base pour chacun.
2) (Pour étudiants intéressés) Expliciter la décomposition d’un vecteur quelconque xeR® en
somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.
EXERCICE Il :
Soit RR I’espace vectoriel des fonctions numériques réelles.
1) Montrer que les familles suivantes sont linéairement dépendantes :
(cos2x, 1, cos?) ; (2€*, 3e™, shx)
2) Montrer que les familles suivantes sont linéairement indépendantes :
(e*, e*, ) ; (Inx, xInx, X*Inx)
EXERCICE IV :
Pour quelles valeurs de « la famille : us=(e;,1,1), u,=(1,2,1) et us=(1,1,) est une base de R® ?
EXERCICE V : (D’aprés examen partiel)
Soit M3(R) I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels et soit E le sous-

a b c
ensemble des matrices de laforme A=|c a b | oua,betcsontdes réels.
b ¢ a

1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de Ms3(R). Quelle est sa dimension ? Décrire une
base de E.

2) Montrer que si AcE et BeE alors AB=BA€cE.

EXERCICE VI :

X 2
SoitE = {(y ij tq (x,y) e RZ} Rappelons que E est un espace vectoriel sur R.

10 0 2
SoitU ={0 1] et vV :(1 OJ Montrer que la famille {U, V} est une base de E.

EXERCICE VII :
Soit M,(R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n
1) Montrer que toute matrice A de M,(R) s'écrit comme somme d'une matrice symétrique et d'une

matrice antisymétrique. A=%(A+ IA)+%(A— ‘A)

2) Décomposer quelques matrices carrées sous cette forme.
3) Soit S le sous-ensemble de M,(R) des matrices symétriques et 7 celui des matrices
antisymetriques.

a) Montrer que S et 4 sont des sous-espaces vectoriels de My(R).

b) Montrer que M,(R) =S&® 4
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4) Quelle est la dimension de Set celle de 74?

5) En déduire la dimension de My(R).
PROBLEME : (D’aprés examen partiel)
Soit Ry[x] le R-espace vectoriel des polynémes de degré < 2. Soit B=(eo; e1; €2) sa base canonique.
Vi=0,1,2 VxeR e(x)=X
1) On considére les polyndmes f; définispar: fo=e;-ey fi=e,-eg fr=ep+e;1+e;
a) Montrer que B=(fo; f1; f2) est une base de Ry[x].
b) Exprimer les e; en fonction des f;.
2) Soit F={p = apep + a1e1 + axe,€R,[Xx] tel que ap + a; + a,=0}
a) Donner deux exemples de polyndmes de F.
b) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Ry[x].
c) Ecrire tout polyndme de F en fonction de fy et f;.
d) Donner une base et la dimension de F.
3) Soit G={peRy[x] tel que JacR telquep=a(e; +e1+e)}
a) Donner deux exemples de polyndmes de G.
b) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R;[x].
c) Ecrire tout polynéme de G en fonction de f,.
d) Donner une base et la dimension de G.
4) (Pour étudiants intéresses)
a) Déterminer FNG
b) Montrer que F et G sont supplémentaires.
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Travaux, Dirigés N°11

Changement et construction de bases
EL METHNI M.

EXERCICE I :
1 1 01
) 4 4 0 4
Soit A=
0111
0 2 2 2

Donner une base du noyau de A et une base de I’espace colonne de A. Retrouver la relation qui existe entre las
dimensions de ces deux sous-espaces et 12 nombre de colonnes de A.

EXERCICE Il :
On considére I’espace vectoriel R muni de deux bases : la base canonique 3 = (e;, €,) et la base
B = (T, f) avec 1, zgel +%62 et f,= _%el +§ez

1) Représenter dans le plan ces deux bases et décrire comment on passe de I’une a I’autre
2) Donner la matrice P de passage de Ba @’ . En déduire la matrice de passage de B’a 3.

1 0
3) Posons E, = [Oj et E, = [J les représentants de e; et e, dansR?. Calculer P.E; et P.E,.

Quelle relation avec f; et f,?

4) Soit x=x,e1+x,6,=y,f1+y,f,. Exprimer x; et x, en fonction de y; et y, et réciproquement.

Application numérique : Donner les coordonnées de x=e;+e, dans la base B’.
Donner les coordonnées de y=f;+f, dans la base @.

EXERCICE Il :
Déterminer une base de I'espace vectoriel des solutions du systeme :

2X, + X, —2X;+ X, =0
—X, +3X, = X;+4%,=0

EXERCICE IV :
11113 3 -1 10 1110
, 12312 -11 0 0 1210
Soit A= = Q=
11123 -1 0 1 0 1120
11113 -1 0 0 1 1111

1) Vérifier que PA = R est une matrice ligne réduite échelonnée et Q = P™.

2) On consideére la famille S={(1111); (1211);(1311);(1121); (3233)} de vecteurs de R*
a) Montrer que S est une famille liée et donner la relation linéaire entre les colonnes de A.
Quel estlerang de S?
b) Extraire de S une famille libre et compléter la en une base de R*

3) Montrer que les lignes non nulles de R constituent une base de I’espace vectoriel engendré par

les lignes de A. Généraliser.

4) Déduire la dimension de I’espace vectoriel engendré par les lignes de A et comparer avec la

dimension de I’espace vectoriel engendré par les colonnes de A. Généraliser

EXERCICE V :
Soit R3[X] l'espace vectoriel des pelyndmes de degré < 3 muni de sa base canonique
B ={e1,62,85,4}-
On congidere la famille de quatre polyndmes pi, P2, s et 4 définis par :
P1(0)=1 Pa(X)=1+xtx Pa(X)=2+x+ X Pa(X)=X>
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1) Extraire de cette famille une famille libre
2) Compleéter cette famille en une base de Rs[X].

EXERCICE VI :

On rappelle que R[X] désigne I’espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels, et que pour
tout entier naturel n, R,[X] désigne le sous-espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou
égal & n. La base canonique de Ry[X] est B=( o, €1, €5,..., &) ol YxeR ei(x)=x' i=0, ..., n.

A tout polynéme p(x) on associe le polyndme q(x)=x°p'(x)-3xp(x) ot p’(x) est la dérivée de p(x).
1) Calculer les composantes dans la base canonique de g(x) en fonction de celles de p dans cette
méme base.

2) Soit B=(fo, f1, T2, f3) o0 VxeR  fo(X)=x ; fi(X)=x+1 ; f2(X)=X(x-1) ; f3(X)= x(x-1)(x+1)

a) Montrer que B’ est une base de R3[X]

b) Exprimer les f; en fonction des e; et les e; en fonction des f;

c) Donner les composantes du polyndme p(x)=1+x+x’+x* dans la base B'. Déterminer les
composantes du polynéme q(x) associé au polynéme p(x) dans la base B’.
EXERCICE VII :
Soit R3[x] I’espace vectoriel des polynémes de degré < 3 muni de la base canonique B=(g, €1 € €s3)
avec egj(x) = X i1=0, 1,2, 3.0n considére la famille de vecteurs ® = (fo f, f, f3) avec:
fox)=1 fi(x)=x  f(X)=-1+2x* et fy(x)=-3x+4x> (les 4 premiers polyndmes de Chebyshev)
1) Montrer que @’ est une base de R;[X].
2) Soit peRs[x] avec p(x)=1+3x+2x?, donner les coordonnées de p dans la base B’
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Travaux, Dirigés N°12

Applications linéaires
EL METHNI M.

EXERCICE I :
Dans toute la suite E et F sont deux espaces vectoriels sur R et T une application de E dans F.

Dire pourquoi les applications T suivantes ne sont pas des applications linéaires :

) E=F=R®  T((xy)=04y) b)E=R?F=R T [(m —x+y+l
¢) E=F=R T(x)=¢" d) E=F=R' T(F)=|f]
e) E=F=R;[x]  T(p)(X)=p"(x)p(X)

EXERCICE II :

Soient E et F deux R-espaces vectoriels. Dire lesquelles parmi les applications suivantes, sont des
applications linéaires de E dans F.

a) E=F=R? T(xy) = (x,y+1)
b) E=R%* F=R?® T(XY) = (X,y+X,2X)
()E=R%F=R T(X,y,2) = X+yz
d) E=F=Ry[X] T(p)(x) = p(x+1)
e)E=F=R T(H)(x) = xf(x)
IE=R* F=R® T(X,Y,Z,t) = (Y+X,y-2,2+X)
EXERCICE Il :
Soit E un R-espace vectoriel de dimension 2 muni d'une base {ey, e,}
1) On considére I'endomorphisme T de E défini par : T (e,) = 2e, +4e, T(e,) =—€ +2e,
a) Calculer T(3,4)=T(3 e;+4ey) T(1,-1)=T(e1-e2)

b) Soit u=(x,y)=xe;+ye,E. Donner I'expression générale de T (T(x,y)=?)
2) Soit T I'endomorphisme de E défini par son expression générale T(x,y)=T(xe1+ye,)=(2x-3y,X)

Calculer T(ey) et T(e,)
EXERCICE IV :
T:R,[x]—> R

On considere I’application définie par :
p ——T(p)=p(0)
a) Montrer que T est une forme linéaire
b) Quel est son noyau? son image? En déduire la dimension du noyau.
EXERCICE V:
Soient E et F deux R-espaces vectoriels et T une application linéaire de E dans F. Montrer que :
a) L'image par T d'un sous-espace vectoriel de E est sous-espace vectoriel de F
b) L'image réciproque par T d'un sous-espace vectoriel de F est sous-espace vectoriel de E
EXERCICE VI :
On considére I’espace vectoriel réel E=R?
E —65 E

u=(x,y)——T(u) =(x,0)
a) Calculer T(1,1). Montrer que T est une application linéaire. Quelle appellation suggériez-vous
pour T ?

1) Soit T I’application de E dans E définie par :

: E — E
u=(x,y)——U(u) = (1x,1y)

a) Calculer U(1,1). Montrer que U est une application linéaire. Quelle appellation suggériez-
vous pour U ?

2) Soit AeR et U I’application de E dans E définie par :
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EXERCICE VII : (D’aprés examen)
Soit R,[X] I’espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal a n muni de sa base
canonique B={ej} ou VxeR ej(x)=x' i=0, ..., n. Soit ¢ I"application de R,[X] dans R,[X] définie
par: ¢ : p — g=¢(p) ou VxeR q(x)=p(x)-xp’(x) ou p’(x) est la dérivéee de p(x).
1) Montrer que ¢ est une application linéaire.
2) Exprimer ¢*(p)=poo(p) en fonction de p et de ses dérivées.
EXERCICE VIII:
Soient E et F deux R-espaces vectoriels et T une application linéaire de E dans F.
1) Soit {uy, Uy,..., Uy} une famille libre de E. Montrer que si T est injective alors
{T(u1),T(up),...,T(un)} est une famille libre de F.
2) Soit {ey, €y,..., €n} une base de E. Montrer que :
a) T est injective si et seulement si {T(e1),T(€2),...,T(en)} est une famille libre de F.
b) T est surjective si et seulement si {T(e1),T(e2),...,T(en)} est une famille génératrice de F.
3) En déduire le théoréme (dit théoreme de l'alternative)
Soient E et F deux R-espaces vectoriels de méme dimension finie et T une application linéaire de
E dans F. Alors : T injective < T surjective < T bijective
EXERCICE IX:
Soit T I'application de R* dans R* définie par : T(X1, X2, X3, Xa) = (X1-X3, X2-X4)
1) Montrer que T est une application linéaire
2) Quelle est la dimension de Ker(T)? Proposer une base pour Ker(T).
EXERCICE X :

Soit T un endomorphisme de Eet T°=To T
1) Montrer que Ker(T)cKer(T?) et que Im(T?)<Im(T)
2) Soit E=R? et T I'endomorphisme défini par : T(X1, Xa, X3)=(0, X1, X1+X2)
a) Déterminer une base de chacun des sous-espaces : Ker(T), Im(T), Ker(T?) et Im(T?)
b) Vérifier que dim R3*=dimKer(T?)+dimIm(T?)
¢) Peut-on dire pour autant que R® est somme directe de Ker(T?) et de Im(T?)?
EXERCICE XI:
Soient E et F deux R-espaces vectoriels de dimension n et m. Soit T une application linéaire de E
dans F.
1) Montrer que rang(T)<n et rang(T)<m
2) Soit U un sous-espace vectoriel de E. Montrer que dim T(U)<dimU.
2) Soit S une application linéaire de F dans un R-espace vectoriel G. Montrer que :

rang(SoT)<rang(S) et rang(SoT)<rang(T)
EXERCICE XII :
Soit F et G deux sous-espaces supplémentaires d'un R-espace vectoriel E. On considére
I'application :
p: E=F+G —> E
x=y+z - p(X)=y
1) Montrer que p est un endomorphisme de E et que p?(=pop)=p
2) Déterminer Ker(p) et Im(p). Quelle appellation suggeériez-vous pour p?
EXERCICE XIII :
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3

=)

1

2 1
Soit E=F=R? et G=R?. On considére les matrices : A:(O j et B=|0
1

R.E—> F ‘ S:F——> G
u——>R(u)=Au ° u——>S(u)=Bu
1) Montrer que les applications R et S sont des applications linéaires.
2) Donner les expressions analytiques de R et S. En déduire I’expression analytique de T=SoR
3) Vérifier que YueE T(u)=(B.A)u
EXERCICE XIV :(D’aprés examen)
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n>0 et u un endomorphisme de E tel que u?=-Id. (Id
est I’application identique et u?=uou).
a) Montrer que u est inversible.
b) Soit x un vecteur non nul de E, montrer que x et u(x) sont linéairement indépendants.
c) Montrer que I’existence d’un endomorphisme u de E tel que u?=-1d ne peut avoir lieu que si la
dimension n de E est paire.
EXERCICE XV : (D’apres examen)
Soit E un R-espace vectoriel. Un endomorphisme p de E est un projecteur si p*=p.
Un endomorphisme u de E est involutif si u?=Id. (ot Id est I'identité dans E)
1) Soit u et p deux endomorphismes de E tels que p="2(ld+u). Montrer que : p est un projecteur si
et seulement si u est involutif.
2) On suppose que p est un projecteur et on pose g=Id-p. Montrer que
a) q est un projecteur.
b) Img=Kerp.
c) Imp=Kerq.

et les applications
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Travaux, Dirigés N°13

Représentation matricielle des applications linéaires
EL METHNI M.

EXERCICE I :
Soit B = (e1,,,€3) Une base de R® et B’= (f,,f,) une base de R®.
On considére les applications linéaires : T: R®* > R® et U:R®— R® définies par :
T(er)=e; T(e2)=e1t e, T(es)=e1tertes
U(e,)=f1-2f, U(ep)=2f1-f, U(es)=f1+f;
1) Donner les matrices de T et U. En déduire la matrice de S=UoT
2) Expliciter S a partir de T et U et calculer directement sa matrice
EXERCICE Il : (D’apres examen)
On considére I'espace vectoriel R muni de sa base canonique 3. Soit T I'endomorphisme de R?

X y+12
définipar: T:|y |—>]| z+X
z X+Yy
1) Donner la matrice A de T relativement a la base @.
1 1 1
2) On considére les trois vecteurs: u,=| 0 | u,=|-2| u,=|1
-1 1 1

Montrer que (Us,U,Us) est une base B'de R et donner la matrice de passage P de B a B’ainsi

que son inverse P,
3) Déduire de ce qui précede la matrice B de T relativement a la base B’
4) Pour keN*, calculer B et en déduire que T*= a,T+by Id ol a et by sont deux réels que I'on
déterminera. (T“=ToT*!, T° = Id et Id est l'identité dans R? : Yxe R? Id(x)=x)
EXERCICE IlI : (D’apres examen)
Soit R,[X] I’espace vectoriel des polyndmes de degré inférieur ou égal a n muni de sa base
canonique B={e} ol YxeR ej(x)=xX' =0, ..., n. Soit ¢ I"application de R,[X] dans R,[X] définie
par: ¢ : p — g=¢(p) ou VxeR q(x)=p(x)-xp’(x) ou p’(x) est la dérivée de p(x).
1) Montrer que ¢ est une application linéaire.
2) Ecrire la matrice M de ¢ dans la base canonique.
3) Exprimer ¢*(p)=po(p) en fonction de p et de ses dérivées.
4) Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique.
EXERCICE IV : (D'aprées examen)
Soit R3[X] I’espace vectoriel des polynémes en x a coefficients réels de degré < 3 muni de la
base canonique B=(ey,e1,62,63) oUV X € R g(xX) = Xi=0,123
On considere I’application T : R3[X] — R3[X] qui a chaque polynéme p de R3[X] associe le
polynéme g=T(p) défini par :
vxeR q(X)=T(p)(X)=xp’(x)-p(x)  ou p’ désigne la dérivée de p.
1) Montrer que T est une application linéaire
2) Donner la matrice A de T relativement a la base canonique @.
3) Donner une base de Im(T) et de Ker(T).
4) Soit U=T?=ToT. Donner I’expression de U(p)(x) et déterminer sa matrice dans la base 3.
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On considére la famille B=(py,p1,p,,ps) de vecteurs de Rs[X] définis par :

Po(X)=1+ X+ X°+ X3 P10)=1+ X+ X2 pa(X)=1+ XX+ X pa(X)=1-x+x+ X
1) Montrer que B est une base de R3[X]

2) Donner la matrice P de passage de Ba B’ et en déduire P™

3) Donner la matrice de T et celle de U dans la base B’.

3
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Travaux, Dirigés N°14

Applications linéaires et changement de bases
EL METHNI M.

EXERCICE | :
Soit R3[x] I’espace vectoriel des polyndmes de degré <3 muni de la base canonique B=(g; €1 €5 €3)
avec ei(x):xi i=0, 1, 2, 3. On considére la famille de vecteurs B'=(f, f; f, f3) avec:
fo()=1 fi()=x  F,(X)=-1+2x* et fy(x)=-3x + 4x" (les 4 premiers polynomes de Chebyshev)
1) Montrer que B’ est une base de R3[x].
2) Donner la matrice de passage P de Ba @’ ainsi que son inverse est P
3) On considére I’endomorphisme T de R5[x] défini par : VpeRs[x] T(p)=p’
a) Donner la matrice représentative de T relativement a la base .
b) En déduire la matrice représentative de T relativement a la base ®’.
EXERCICE Il : (D’apres examen)

3 2
Soit A= [1 0 j la matrice, dans la base canonique @, d'un endomorphisme f de R’.

Soit B’ = {e"1=(1,1) ; €',=(2,1)} une autre base de R’.

1) Donner la matrice de passage P ainsi que P-1. En déduire la matrice B de f dans la base 3.

2) Calculer B" pour neN* et en déduire A" pour neN*

Application : Soient o et B deux réels non nuls et E, gl'espace vectoriel (de dimension 2) des suites
(un) numériques réelles vérifiant, pour n>1, la relation :(*)u,,, =au, + Su,, avec u;=a et up=b

1) Veérifier qu'on peut écrire la relation (*) sous la forme :

n+1

u, a p . )
T,.=AT, avec T = et A=| )| Endéduireque: T, =A"T,

" un—l
2) Ecrire sous cette forme la suite (up) déefinie par :u,,, =3u, —2u, , avec u;=1 et uy=0.
3) En déduire I'expression de u, en fonction de n.

EXERCICE Il :
Soit E et F deux R-espaces vectoriels munis respectivement des bases :

B={ee} et B'={f,, fy, fz} et soit T un élément de L(E,F) dont la matrice relativement aux
31
bases Bet B'est: A=|2 1
11
1) Déterminer une nouvelle base de F pour laquelle la matrice A" associée a T est ligne réduite
échelonnée.
2) En déduire la matrice de changement de base P telle que A'=P.A (faire un diagramme)
EXERCICE IV : (D’apres examen)
Soit E un espace vectoriel réel et u un endomorphisme de E vérifiant u?-5u+61d=0 ot u’=uou ; Id
est I’application identique de E et O I’application identiqguement nulle de E dans E. On considére
les deux endomorphismes p et g de E définis par : p=u-2Id et g=Id-p.
1) Montrer que p et q sont des projecteurs (p?=p et g°=q)
2) Calculer poq ; qop et p+q
3) Soit E=R® muni de sa base canonique B=(ey, e, e3) et soit u I’endomorphisme de E dont la
7 11
matrice dans la base Best A = 7
1

W=

1 1
1 7
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a) Montrer que p et g, définis comme précédemment, sont des projecteurs.
b) Déterminer la dimension et donner une base du noyau et de I’image de p et g

c) On considére les trois vecteurs fi=e;+e,+e3 ; f=-e1+€, et fz=-e,+e3. Montrer que B'=(fy, f,, f3)
est une base de E et donner la matrice B de u dans cette base B’. Calculer B" et en déduire A" pour
neN*.

d) Donner la matrice de p et de g dans la base 3.

EXERCICE V : (D’aprés examen)
Soit R3[X] I’espace vectoriels des polynémes de degré < 3 muni de la base canonique

B=(eg €1, 82, €3) 0UVXeR gi(Xx)=x' i=0, 1, 2, 3 etsoit ag, aj, a, et a; 4 réels distincts
On considere les quatres polynémes :
PO(X)Z (X_%)(X_az)(x_as) Pl(X)Z (X_ao)(x_az)(x_as)
(ao _ai)(ao_az)(ao —3.3) (a1_ao)(a1_a2)(a1_a3)
PZ(X): (X_ao)(x_al)(x_as) P3(X)= (X_ao)(x_al)(x_az)
(az _ao)(az _31)(32 —8.3) (as_ao)(as_al)(as_az)

1) Veérifier que Pi(a)) =0sii=j et Pi(a) =1sii=]
2) Montrer que la famille B’= (Py,P1,P,,P3) est une base de R3[X]
3) Donner la matrice de passage de B’a B

1 a, a5 a
a a a
4) En déduire que la matrice Q = , s | estinversible
a2 a'2 a2
1 a, a; a

5) Donner les composantes d’un polyndme quelconque p(X):ao+a1X+a2X2+a3X3 de R3[X] dans la
base B’
EXERCICE VI :
Soit R3[x] I’espace vectoriel des polyndmes de degré <3 muni de la base canonique B=(g; €; €,
e3) avec ei(x):xi i=0, 1, 2, 3. On consideére la famille de vecteurs B'=(f, f,; f, f3) avec:
fo(X)=1 fi(x)=x f(x)=-1+ 2x° et fa(x)=-3x + 4x° (les 4 premiers polyndmes de Chebyshev)
1) Montrer que B’ est une base de R;3[x].

10 -1 0
- . . 01 - :
2) Verifier que la matrice de passage de Ba B’ est P = 00 2 0 et son inverse est
00 0 4

10 Y o
01 0 ¥
00 ¥ o
00 0 Y

3) On considere I’endomorphisme T de R3[x] défini par : VpeR3[x] T(p)=p’
a) Donner la matrice représentative de T relativement a la base @.
b) En déduire la matrice représentative de T relativement a la base ®’.

Pfl
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