
Travaux  Dirigés  N°8 

Espaces et sous-espaces vectoriels 
EL METHNI M. 

 
EXERCICE I : 

Soit R2 = {u = (x,y) tq x ∈ R  et y ∈ R} muni de l’addition habituelle des couples. On y définit la 
multiplication par un scalaire de la manière suivante : 
 ∀λ ∈ R ∀u = (x,y) ∈ R2 λu = λ(x,y) = (λx,o) 
Quelle est l’axiome de la structure d’espace vectoriel qui n’est pas vérifié? Que peut-on en 
conclure? 

EXERCICE II : 
Soit x et a  deux vecteurs d’un R-ev E. On considère l’équation d’inconnue x et de paramètre a : 
4(x - 2a) - 0,5(2 x + a) = 1,5(x + a) 
1) Résoudre cette  équation en détaillant toutes les étapes et citant à chaque étape l’axiome (de la 
définition d’un espace vectoriel) utilisé. 
2) En comparant aux calculs usuels dans R ou dans C, quelle est l’opération « interdite » ? (non 
définie). 

EXERCICE III : 
22

Soit   tq  ( , ) R
x y

E x
y x

⎧ ⎫⎛ ⎞
= ⎨⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭
y ∈ ⎬  Montrer que E est un R-espace vectoriel 

EXERCICE IV :  
On considère l'espace vectoriel R3 et les sous-ensembles suivants : 
a) { }3 tq ( ,0,0)E xν ν= ∈ = ∈R Rx   b) { }3 tq ( ,1,1)F xν ν= ∈ = ∈R Rx  

c) { }3 tq ( , , ) avecG x y z x zν ν= ∈ = + =R y  d) { }3 tq ( , , ) avec 2H x y z x yν ν= ∈ = =R  
1) Donner quelques éléments de chacun de ses sous-ensembles 
2) Lesquels de ces sous-ensembles sont des sous-espaces vectoriels de R3? 

EXERCICE V : 
1) On considère les sous-ensembles suivants de l’espace vectoriel R² 
A={u=(x,y)∈R² tq x>y}  B={u=(x,y)∈R² tq x-y=1} 
C={u=(x,y)∈R² tq x²=y}  D={u=(x,y)∈R² tq x-y=0} 
Représenter graphiquement ces sous-ensembles et indiquer les sous-espaces vectoriels de R². 
2) Donner un sous-ensemble de l’espace vectoriel R² stable pour l’addition et pour l’opposé et qui 
ne soit pas un sous-espace vectoriel de R². 

EXERCICE VI : 
Soit R3[X] l'espace vectoriel des polynômes de degré ≤ 3. On considère les sous-ensembles 
suivants  
 a) [ ]{ }2 3

3 0 1 2 3( ) X   tq  ( )   avec  1E p x p x a a x a x a x a= ∈ = + + + =R 0  

 b) [ ]{ }2 3
3 0 1 2 3 0 1 2( ) X   tq  ( )   avec  0E p x p x a a x a x a x a a a a= ∈ = + + + + + + =R 3  

 c) [ ]{ }2 3
3 0 1 2 3 0 1 2( ) X   tq  ( )   avec  ( ; ; ; )E p x p x a a x a x a x a a a a= ∈ = + + + ∈R Z4

3

∈

 
1) Donner quelques éléments de chacun de ses sous-ensembles 
2) Lesquels de ces sous-ensembles sont des sous-espaces vectoriels de R3[X]? 

EXERCICE VII : (D’après examen) 

Soit  

Montrer que E est un R-ev pour les opérations habituelles. 

{ }2
,

1 0 1 1
et et tq ( , )

0 1 0 1 x yI J E M xI yJ x y⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = = = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

R

EXERCICE VIII : 
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1) Le vecteur u=(3,10,-7,5) appartient-il au sous-espace vectoriel de R4 engendré par les deux 
vecteurs : x=(1,4,-5,2) et y = (1,2,3,1)? 
2) Déterminer λ et µ de façon que le vecteur (λ,µ,-25,-1) appartienne au sous-espace vectoriel de 
R4 engendré par  x = (1,4,-5,2) et y = (1,2,3,1) 

EXERCICE IX : 
1) Donner deux sous-espaces vectoriels A et B d’un espace vectoriel E dont l’union n’est pas un 
sous-espace vectoriel de E. 
2) Montrer que l’union de deux sous-espaces vectoriels A et B d’un espace vectoriel E est un sous-
espace vectoriel de E si et seulement si A⊂B ou B⊂A. 

 



Travaux  Dirigés  N°9 

Familles libres, familles génératrices 
EL METHNI M. 

 
EXERCICE I : 

1) Montrer que les vecteurs u = (2 2 1), v = (1 3 1) et w = (-2 1 3) sont linéairement indépendants 
dans R3 
2) Montrer que les vecteurs u = (1 0 3), v = (0 1 2) et w = (3 -1 7) ne sont pas linéairement 
indépendants dans R3 et donner la relation linéaire qui les lie. 

EXERCICE II :  
1) Montrer que les deux matrices colonnes A=t(1  2) et B=t(1  -2)  engendrent R²c. A et B sont-elles 
linéairement indépendantes ? 
2) Montrer que les trois matrices colonnes A=t(1  2), B=t(1  -2) et C=t(3  2)  engendrent R²c. A, B 
et C sont-elles linéairement indépendantes ? 
3) Montrer que les trois matrices colonnes A=t(3  1  5), B=t(2  1  4) et C=t(-1  2  3)  engendrent 
R3

c. 
EXERCICE III : 

1) Le vecteur u=(3,10,-7,5) appartient-il au sous-espace vectoriel de R4 engendré par les deux 
vecteurs : x=(1,4,-5,2) et y = (1,2,3,1)? 
2) Déterminer λ et µ de façon que le vecteur (λ,µ,-25,-1) appartienne au sous-espace vectoriel de 
R4 engendré par  x = (1,4,-5,2) et y = (1,2,3,1) 

EXERCICE IV : 

( )1 2 3

2 1 3 13
Soit 3 1 4 et 16

1 1 0 1
A A A A K

− −⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜= − = = −⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

 K appartient-il à l’espace des colonnes 

de A ? 
EXERCICE V :  

On considère l'espace vectoriel E=R3 et F le sous-espace engendré par {(1,0,0) ; (0,1,0)} et G le 
sous-espace engendré par {(0,1,1) ; (1,0,1)}. Donner F∩G 

EXERCICE VI :  
Soit R2[x] le R-espace vectoriel des polynômes de degré ≤ 2. On considère les polynômes  
{e1; e2; e3} définis par: e1(x)=2+x+4x2 e2(x)=1-x+3x2  e3(x)= 3+2x+5x2 
Ecrire les polynômes suivants comme combinaison linéaire de e1, e2 et e3

 a) p(x)=0 b) q(x)=-2-2x2  c) r(x)=11+5x+19x2

EXERCICE VII : 
Soit Mn(R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n 
1) Montrer que toute matrice A de Mn(R) s'écrit comme somme d'une matrice symétrique et d'une 

matrice antisymétrique. 1 1( ) (
2 2

t t )A A A A A= + + −  

2) Décomposer quelques matrices carrées sous cette forme. 
3) Soit S le sous-ensemble de Mn(R) des matrices symétriques et A celui des matrices 
antisymétriques. 
 a) Montrer que S et A sont des sous-espaces vectoriels de Mn(R). 
 b) Montrer que Mn(R) = S ⊕ A 

EXERCICE VIII : 
Soit S={u1; u2;...; un} une famille d'un R-espace vectoriel E. On considère les trois transformations 
suivantes : 
 a) échange de l'ordre des vecteurs 
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 b) multiplication de l'un d'eux par un réel non nul 
 c) remplacement de l'un des vecteurs par lui-même augmenté d'un multiple d'un autre vecteur. 
1) On suppose S libre. 
 a) Montrer que cette famille reste libre lorsqu’elle subit un nombre fini de ces transformations. 
 b) On considère les vecteurs : v1 = u1 ; v2 = u1+ u2 ; v3 = u1+ u2+ u3 ;...; vn = u1+ u2+ ...+ un 
Montrer que la famille  {v1; v2;...; vn} une famille libre 
2) On suppose S quelconque. Montrer que le sous-espace engendré par cette famille n’est pas 
modifié lorsqu’elle subit un nombre fini de ces transformations. 

EXERCICE IX :  
Soit Rn[x] le R-espace vectoriel des polynômes de degré ≤ n. 
1) On considère n = 2 et soit p(x) un élément de R2[x] de degré 2. Montrer que p(x) et ses deux 
polynômes dérivées p'(x) et p"(x) sont linéairement indépendants 
2) On considère n quelconque et soit p(x) un élément de Rn[x] de degré n. Montrer que p(x) et ses 
n polynômes dérivées p'(x), p"(x) ... et p(n)(x) sont linéairement indépendants. 
 



Travaux  Dirigés  N°10 

Bases et dimension 
EL METHNI M. 

 
EXERCICE I : 
Dire, sans calcul, pourquoi les familles suivantes ne sont pas des bases de R2 
a) ((1  1) ; (3  3)) b) ((1  1) ; (0  0)) c) ((1  1) ; (1  0) ; (0  1)) 
EXERCICE II : (D’après examen partiel) 

Soit  F={x=(x1   x2   x3)∈R3  tq   x1+x2  +x3=0} 
 G={x=(x1   x2   x3)∈R3   tq   x1-2x2+x3=0  et  -x1+3x2-2x3=0} 
1) Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels (pour étudiants intéressés 
supplémentaires)de R3 et donner une base pour chacun. 
2) (Pour étudiants intéressés) Expliciter la décomposition d’un vecteur quelconque x∈R3 en 
somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G. 

EXERCICE III :  
Soit RR l’espace vectoriel des fonctions numériques réelles.  
1) Montrer que les familles suivantes sont linéairement dépendantes : 
(cos2x, 1, cos2x) ; (2ex, 3e-x, shx) 
2) Montrer que les familles suivantes sont linéairement indépendantes : 
(ex, e2x, e3x) ; (lnx, xlnx, x2lnx) 

EXERCICE IV :  
Pour quelles valeurs de α la famille : u1=(α,1,1), u2=(1,α,1) et u3=(1,1,α) est une base de R3 ? 

EXERCICE V : (D’après examen partiel) 
Soit M3(R) l’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 à coefficients réels et soit E le sous-

ensemble des matrices de la forme 
a b c

A c a b
b c a

⎛ ⎞
⎜= ⎜
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟

y ∈ ⎬

⎞
⎟
⎠

 où a, b et c sont des réels. 

1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R). Quelle est sa dimension ? Décrire une 
base de E. 
2) Montrer que si A∈E et B∈E alors AB=BA∈E. 
EXERCICE VI :  

Soit  Rappelons que E est un espace vectoriel sur R. 

Soit  Montrer que la famille {U, V} est une base de E. 

22
  tq  ( , )

x y
E x

y x
⎧ ⎫⎛ ⎞

= ⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠⎩ ⎭

R

1 0 0 2
  et  

0 1 1 0
U V⎛ ⎞ ⎛
= =⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

EXERCICE VII : 
Soit Mn(R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n 
1) Montrer que toute matrice A de Mn(R) s'écrit comme somme d'une matrice symétrique et d'une 

matrice antisymétrique. 1 1( ) (
2 2

t t )A A A A A= + + −  

2) Décomposer quelques matrices carrées sous cette forme. 
3) Soit S le sous-ensemble de Mn(R) des matrices symétriques et A celui des matrices 
antisymétriques. 
 a) Montrer que S et A sont des sous-espaces vectoriels de Mn(R). 
 b) Montrer que Mn(R) = S ⊕ A 

Université Pierre Mendes France        UFR SHS  Licence MIASS L1      Algèbre linéaire Niveau I      EL METHNI M       Page-5- 



Université Pierre Mendes France        UFR SHS  Licence MIASS L1      Algèbre linéaire Niveau I      EL METHNI M       Page-6- 

4) Quelle est la dimension de S et celle de A? 
5) En déduire la dimension de Mn(R). 

PROBLEME : (D’après examen partiel) 
Soit R2[x] le R-espace vectoriel des polynômes de degré ≤ 2. Soit B=(e0; e1; e2) sa base canonique. 
∀i=0, 1, 2   ∀x∈R    ei(x)=xi 
1) On considère les polynômes fi définis par : f0 = e1 - e0 f1 = e2 - e0 f2 = e0 + e1 + e2 
 a) Montrer que B’=(f0; f1; f2) est une base de R2[x]. 
 b) Exprimer les ei en fonction des fi. 
2) Soit F={p = a0e0 + a1e1 + a2e2∈R2[x]  tel que  a0 + a1 + a2=0} 
 a) Donner deux exemples de polynômes de F. 
 b) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R2[x]. 
 c) Ecrire tout polynôme de F en fonction de f0 et f1. 
 d) Donner une base et la dimension de F. 
3) Soit G={p∈R2[x]  tel que  ∃a∈R  tel que p = a(e0 + e1 + e2)} 
 a) Donner deux exemples de polynômes de G. 
 b) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R2[x]. 
 c) Ecrire tout polynôme de G en fonction de f2. 
 d) Donner une base et la dimension de G. 
4) (Pour étudiants intéressés) 

 a) Déterminer F∩G 
 b) Montrer que F et G sont supplémentaires. 



Travaux  Dirigés  N°11 

Changement et construction de bases 
EL METHNI M. 

 
EXERCICE I :  

Soit  

1 1 0 1
4 4 0 4
0 1 1 1
0 2 2 2

A

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

DDDooonnnnneeerrr    uuunnneee   bbbaaassseee   ddduuu   nnnoooyyyaaauuu   dddeee   AAA    eeettt    uuunnneee   bbbaaassseee   dddeee   lll ’’’eeessspppaaaccceee   cccooolllooonnnnnneee   dddeee   AAA ...    RRReeettt rrrooouuuvvveeerrr    lllaaa   rrreeelllaaattt iiiooonnn   qqquuuiii    eeexxxiiisss ttteee   eeennnttt rrreee   lleesss    
dddiiimmmeeennnsssiiiooonnnsss    dddeee   ccceeesss    dddeeeuuuxxx   sssooouuusss---eeessspppaaaccceeesss   eeettt    llee    nnnoommmbbbrrreee   dddeee   cccooolllooonnnnnneeesss    dddeee   AAA ...    

n le
 le o

EXERCICE II : 
On considère l’espace vectoriel R2  muni de deux bases : la base canonique B = (e1, e2) et la base 

B’ = (f1, f2) avec 1 1 2 2 1
3 1 1 3et

2 2 2 2 2f e e f e= + = − + e

=

 

1) Représenter dans le plan ces deux bases et décrire comment on passe de l’une à l’autre 
2) Donner la matrice P de passage de B à B’ . En déduire la matrice de passage de B’ à B. 

3) Posons  les représentants de e1 et e2 dans . Calculer P.E1 et P.E2. 

Quelle relation avec f1 et f2? 
4) Soit x=x1e1+x2e2=y1f1+y2f2. Exprimer x1 et x2 en fonction de y1 et y2 et réciproquement. 

1 2

1 0
et

0 1
E E⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2
cR

Application numérique :  Donner les coordonnées de x=e1+e2 dans la base B’. 
    Donner les coordonnées de y=f1+f2 dans la base B. 
EXERCICE III :  
Déterminer une base de l'espace vectoriel des solutions du système : 

  1 2 3 4

1 2 3 4

2 2
3 4

x x x x
x x x x
+ − + =⎧

⎨− + − + =⎩

0
0

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

a

EXERCICE IV : 

Soit   

1) Vérifier que PA = R est une matrice ligne réduite échelonnée et Q = P-1. 
2) On considère la famille S={(1 1 1 1); (1 2 1 1); (1 3 1 1); (1 1 2 1); (3 2 3 3)} de vecteurs de R

1 1 1 1 3 3 1 1 0 1 1 1 0
1 2 3 1 2 1 1 0 0 1 2 1 0
1 1 1 2 3 1 0 1 0 1 1 2 0
1 1 1 1 3 1 0 0 1 1 1 1 1

A P Q

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜−⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜= = =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜−
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

4 
 a) Montrer que S est une famille liée et donner la relation linéaire entre les colonnes de A. 
 Quel est le rang de S ? 
 b) Extraire de S une famille libre et compléter la en une base de R4 
3) Montrer que les lignes non nulles de R constituent une base de l’espace vectoriel engendré par 
les lignes de A. Généraliser. 
4) Déduire la dimension de l’espace vectoriel engendré par les lignes de A et comparer avec la 
dimension de l’espace vectoriel engendré par les colonnes de A. Généraliser 
EXERCICE V :  
SSSoooiii ttt    RRR 333 [[[XXX ]]]    lll ''' eeessspppaaccceee   vvveeeccctttooorrr iiieeelll    dddeeesss    pppooolllyyynnnôôômmmeeesss    dddeee   dddeeegggrrrééé   ≤≤≤

1 2 3 4
s 1 2 3

 

   333   mmmuuunnniii    dddeee   sssaaa   bbbaaassseee   cccaaannnooonnniiiqqquuueee      
BBB    ==={{{eee11 ,,,eee22 ,,,eee33 ,,,eee44}}}...    
OOOnnn   cccooonnnssiiidddèèèrrreee   lllaaa   fffaaammmiii lll llleee   dddeee   qqquuuaaattt rrreee   pppooolllyyynnnôôômmmeeesss    ppp11 ,,,    ppp22 ,,,    ppp33    eeettt    ppp 444    dddéééfff iiinnniiisss    pppaaarrr    :::    
   ppp 111 (((xxx )))===111   ppp 222 (((xxx )))===111+++xxx+++xxx 222      ppp (((xxx )))===222+++xxx+++    xxx333

222       ppp (((xxx )))===xxx444
333    
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111)))    EEExxxttt rrraaaiii rrreee   dddeee   ccceeettt ttteee   fffaaammmiii lll llleee   uuunnneee   fffaaammmiilll llleee   lll iiibbbrrreee   
222)))    CCCooommmppplléééttteeerrr    ccceeettt ttteee   fffaaammmiii lll llleee   eeennn   uuunnneee   bbbaaassseee   dddeee   RRR [[[XXX ]]] ...    

i
l 333

EXERCICE VI : 
On rappelle que R[X]  désigne l’espace vectoriel des polynômes à coefficients réels, et que pour 
tout entier naturel n, Rn[X] désigne le sous-espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou 
égal à n. La base canonique de Rn[X] est B=( e0, e1, e2,…, en) où ∀x∈R   ei(x)=xi    i=0, ..., n. 
A tout polynôme p(x) on associe le polynôme q(x)=x2p'(x)-3xp(x) où p’(x)  est la dérivée de p(x). 
1) Calculer les composantes dans la base canonique de q(x) en fonction de celles de p dans cette 
même base. 
2) Soit B'=(f0, f1, f2, f3) où ∀x∈R   f0(x)=x ; f1(x)=x+1 ; f2(x)=x(x-1) ; f3(x)= x(x-1)(x+1) 
 a) Montrer que B'' est une base de R3[X] 
 b) Exprimer les fi en fonction des ei et les ei en fonction des fi 

 c) Donner les composantes du polynôme p(x)=1+x+x2+x3 dans la base B''. Déterminer les 
composantes du polynôme q(x) associé au polynôme p(x) dans la base B''. 
EXERCICE VII : 
Soit R3[x] l’espace vectoriel des polynômes de degré ≤ 3 muni de la base canonique B=(e0 e1 e2 e3) 
avec ei(x) = xi  i = 0, 1, 2, 3. On considère la famille de vecteurs B’ = (f0  f1  f2  f3) avec : 
f0(x)=1    f1(x) = x f2(x)=-1+2x2  et  f3(x)=-3x+4x3 (les 4 premiers polynômes de Chebyshev) 
1) Montrer que B’ est une base de R3[x]. 
2) Soit p∈R3[x]  avec p(x)=1+3x+2x2, donner les coordonnées de p dans la base B’. 



Travaux  Dirigés  N°12 

Applications linéaires 
EL METHNI M. 

 
EXERCICE I : 

Dans toute la suite E et F sont deux espaces vectoriels sur R et T une application de E dans F. 
Dire pourquoi les applications T suivantes ne sont pas des applications linéaires : 

 a) E=F=R2  T((x,y))=(x2,y)   b) E=  F=R   

 c) E=F=R  T(x)=e

2
cR 1

x
T x y

y
⎛ ⎞⎛ ⎞

= + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

x   d) E=F=RI  T(f)=|f| 
 e) E=F=R2[x] T(p)(x)=p’’(x)p(x) 

EXERCICE II : 
Soient E et F deux R-espaces vectoriels. Dire lesquelles parmi les applications suivantes, sont des 
applications linéaires de E dans F. 
 a) E = F = R2   T(x,y) = (x,y+1) 
 b) E = R2, F = R3  T(x,y) = (x,y+x,2x) 
 c) E = R3, F = R  T(x,y,z) = x+yz 
 d) E = F = R2[x]  T(p)(x) = p(x+1) 
 e) E = F = RI   T(f)(x) = xf(x) 
 f) E = R4, F = R3  T(x,y,z,t) = (y+x,y-z,z+x) 

EXERCICE III : 
Soit E un R-espace vectoriel de dimension 2 muni d'une base {e1, e2} 
1) On considère l'endomorphisme T de E défini par : 1 1 2 2 1( ) 2 4 ( ) 2T e e e T e e e2= + = − +  

 a) Calculer  T(3,4)=T(3 e1+4e2)  T(1,-1)=T(e1-e2) 
 b) Soit u=(x,y)=xe1+ye2∈E. Donner l'expression générale de T  (T(x,y)=?) 
2) Soit T l'endomorphisme de E défini par son expression générale T(x,y)=T(xe1+ye2)=(2x-3y,x) 
Calculer  T(e1) et T(e2) 

EXERCICE IV : 

On considère l’application définie par :  3: [ ]
( ) (0)

T x
p T p p

⎯⎯→
=⎯⎯→

R R
 

a) Montrer que T est une forme linéaire 
b) Quel est son noyau? son image? En déduire la dimension du noyau. 

EXERCICE V: 
Soient E et F deux R-espaces vectoriels et T une application linéaire de E dans F. Montrer que : 
 a) L'image par T d'un sous-espace vectoriel de E est sous-espace vectoriel de F 
 b) L'image réciproque par T d'un sous-espace vectoriel de F est sous-espace vectoriel de E 

EXERCICE VI : 
On considère l’espace vectoriel réel E=R2 

1) Soit T l’application de E dans E définie par :   

 a) Calculer T(1,1). Montrer que T est une application linéaire. Quelle appellation suggériez-vous 
pour T ? 

2) Soit λ∈R et U l’application de E dans E définie par :  

:
( , ) ( ) ( ,0)

T E E
u x y T u x

⎯⎯→
= =⎯⎯→

:
( , ) ( ) ( , )

U E E
u x y U u x yλ λ

⎯⎯→
= =⎯⎯→

 

 a) Calculer U(1,1). Montrer que U est une application linéaire. Quelle appellation suggériez-
vous pour U ? 

Université Pierre Mendes France        UFR SHS  Licence MIASS L1      Algèbre linéaire Niveau I      EL METHNI M       Page-9- 



Université Pierre Mendes France        UFR SHS  Licence MIASS L1      Algèbre linéaire Niveau I      EL METHNI M       Page-10- 

 
EXERCICE VII : (D’après examen) 

Soit Rn[X] l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à n muni de sa base 
canonique B={ei} où ∀x∈R   ei(x)=xi    i=0, ..., n. Soit ϕ l’application de Rn[X] dans Rn[X] définie 
par : ϕ : p → q=ϕ(p) où ∀x∈R  q(x)=p(x)-xp’(x) où p’(x)  est la dérivée de p(x). 
1) Montrer que ϕ est une application linéaire. 
2) Exprimer ϕ2(p)=ϕοϕ(p) en fonction de p et de ses dérivées. 

EXERCICE VIII: 
Soient E et F deux R-espaces vectoriels et T une application linéaire de E dans F. 
1) Soit {u1, u2,..., un} une famille libre de E. Montrer que si T est injective alors 
{T(u1),T(u2),...,T(un)} est une famille libre de F. 
2) Soit {e1, e2,..., en} une base de E. Montrer que : 
 a) T est injective si et seulement si {T(e1),T(e2),...,T(en)} est une famille libre de F. 
 b) T est surjective si et seulement si {T(e1),T(e2),...,T(en)} est une famille génératrice de F. 
3) En déduire le théorème (dit théorème de l'alternative) 
Soient E et F deux R-espaces vectoriels de même dimension finie et T une application linéaire de 
E dans F. Alors : T injective ⇔ T surjective ⇔ T bijective 

EXERCICE IX : 
Soit T l'application de R4 dans R4 définie par : T(x1, x2, x3, x4) = (x1-x3, x2-x4) 
1) Montrer que T est une application linéaire 
2) Quelle est la dimension de Ker(T)? Proposer une base pour Ker(T). 

EXERCICE X : 
Soit T un endomorphisme de E et T2 = T o T 
1) Montrer que Ker(T)⊂Ker(T2) et que Im(T2)⊂Im(T) 
2) Soit E=R3 et T l'endomorphisme défini par : T(x1, x2, x3)=(0, x1, x1+x2) 
 a) Déterminer une base de chacun des sous-espaces : Ker(T), Im(T), Ker(T2) et Im(T2) 
 b) Vérifier que dim R3=dimKer(T2)+dimIm(T2) 
 c) Peut-on dire pour autant que R3 est somme directe de Ker(T2) et de Im(T2)? 

EXERCICE XI: 
Soient E et F deux R-espaces vectoriels de dimension n et m. Soit T une application linéaire de E 
dans F. 
1) Montrer que rang(T)≤n et rang(T)≤m  
2) Soit U un sous-espace vectoriel de E. Montrer que dim T(U)≤dimU. 
2) Soit S une application linéaire de F dans un R-espace vectoriel G. Montrer que : 
 rang(SoT)≤rang(S) et  rang(SoT)≤rang(T)  

EXERCICE XII : 
Soit F et G deux sous-espaces supplémentaires d'un R-espace vectoriel E. On considère 
l'application : 
 p :  E=F+G    → E 
  x=y+z       → p(x)=y 
1) Montrer que p est un endomorphisme de E et que p2(=pop)=p 
2) Déterminer Ker(p) et Im(p). Quelle appellation suggériez-vous pour p? 

EXERCICE XIII : 



Soit E=F=  et G= . On considère les matrices :  

et les applications   

1) Montrer que les applications R et S sont des applications linéaires. 
2) Donner les expressions analytiques de R et S. En déduire l’expression analytique de T=SοR  
3) Vérifier que  ∀u∈E T(u)=(B.A)u 

2
cR 3

cR
1 0

2 1
et 0 1

0 3
1 1

A B
⎛ ⎞

⎛ ⎞ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

: :
et

( ) ( )
R E F S F G

u R u Au u S u
⎯⎯→ ⎯⎯→

= =⎯⎯→ ⎯⎯→ Bu

EXERCICE XIV :(D’après examen) 
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n>0 et u un endomorphisme de E tel que u2=-Id. (Id 
est l’application identique et u2=uοu). 
 a) Montrer que u est inversible. 
 b) Soit x un vecteur non nul de E, montrer que x et u(x) sont linéairement indépendants. 
 c) Montrer que l’existence d’un endomorphisme u de E tel que u2=-Id ne peut avoir lieu que si la 
dimension n de E est  paire. 

EXERCICE XV : (D’après examen) 
Soit E un R-espace vectoriel. Un endomorphisme p de E est un projecteur si p2=p. 

Un endomorphisme u de E est involutif si u2=Id. (où Id est l'identité dans E) 
1) Soit u et p deux endomorphismes de E tels que p=½(Id+u). Montrer que : p est un projecteur si 
et seulement si u est involutif. 
2) On suppose que p est un projecteur et on pose q=Id-p. Montrer que  
 a) q est un projecteur. 
 b) Imq=Kerp. 
 c) Imp=Kerq. 
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Travaux  Dirigés  N°13 

Représentation matricielle des applications linéaires 
EL METHNI M. 

 
EXERCICE I : 

Soit B = (e1,e2,e3) une base de R3 et B’ = (f1,f2) une base de R2. 
On considère les applications linéaires : T : R3 → R3  et  U : R3 → R2 définies par : 
 T(e1)=e1   T(e2)=e1+ e2    T(e3)=e1+e2+e3 

 U(e1)=f1-2f2  U(e2)=2f1-f2   U(e3)=f1+f2 
1) Donner les matrices de T et U. En déduire la matrice de S=UοT 
2) Expliciter S à partir de T et U et calculer directement sa matrice 

EXERCICE II : (D’après examen) 
On considère l'espace vectoriel  muni de sa base canonique B. Soit T l'endomorphisme de  

défini par : 

3
cR 3

cR

:
x y z

T y z x
z x

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟→ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠y

1
1
1

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

 

1) Donner la matrice A de T relativement à la base B. 

2) On considère les trois vecteurs :  

Montrer que  (u1,u2,u3) est une base B' de et donner la matrice de passage P de B à B' ainsi 
que son inverse P

1 2 3

1 1
0 2
1 1

u u u
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜= = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

3
cR

-1. 
3) Déduire de ce qui précède la matrice B de T relativement à la base B'. 
4) Pour k∈N*, calculer Bk et en déduire que Tk= akT+bk Id où ak et bk  sont deux réels que l'on 
déterminera. (Tk=TοTk-1 , T0 = Id et Id est l'identité dans  : ∀x∈   Id(x)=x) 3

cR 3
cR

EXERCICE III : (D’après examen) 
Soit Rn[X] l’espace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à n muni de sa base 
canonique B={ei} où ∀x∈R   ei(x)=xi    i=0, ..., n. Soit ϕ l’application de Rn[X] dans Rn[X] définie 
par : ϕ : p → q=ϕ(p) où ∀x∈R  q(x)=p(x)-xp’(x) où p’(x)  est la dérivée de p(x). 
1) Montrer que ϕ est une application linéaire. 
2) Ecrire la matrice M de ϕ dans la base canonique. 
3) Exprimer ϕ2(p)=ϕοϕ(p) en fonction de p et de ses dérivées. 
4) Ecrire la matrice de ϕ2 dans la base canonique. 

EXERCICE IV : (D'après examen) 
Soit  R3[X] l’espace vectoriel des polynômes en x à coefficients réels de degré ≤ 3 muni de la 
base canonique B=(e0,e1,e2,e3) où ∀ x  ∈ R  ei(x) = xi i = 0,1,2,3 
Partie A  
On considère l’application T : R3[X] → R3[X] qui à chaque polynôme p de R3[X] associe le 
polynôme q=T(p) défini par : 
∀x∈R q(x)=T(p)(x)=xp’(x)-p(x) où p’ désigne la dérivée de p. 
1) Montrer que T est une application linéaire 
2) Donner la matrice A de T relativement à la base canonique B. 
3) Donner une base de Im(T) et de Ker(T). 
4) Soit U=T2=TοT. Donner l’expression de U(p)(x) et déterminer sa matrice dans la base B. 
Partie B  
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On considère la famille B’=(p0,p1,p2,p3) de vecteurs de R3[X]  définis par : 
p0(x)=1+ x+ x2+ x3  p1(x)=1+ x+ x2-x3 p2(x)=1+ x-x2+ x3 p3(x)=1-x+x2+ x3

1) Montrer que B’ est une base de R3[X] 
2) Donner la matrice P de passage de B à B’ et en déduire P-1

3) Donner la matrice de T et celle de U dans la base B’. 
 



Travaux  Dirigés  N°14 

Applications linéaires et changement de bases 
EL METHNI M. 

EXERCICE I : 
Soit R3[x] l’espace vectoriel des polynômes de degré ≤3 muni de la base canonique B=(e0 e1 e2 e3)  
avec ei(x)=xi    i=0, 1, 2, 3. On considère la famille de vecteurs B’=(f0  f1  f2  f3) avec :  
f0(x)=1    f1(x)=x f2(x)=-1 + 2x2  et  f3(x)=-3x + 4x3 (les 4 premiers polynômes de Chebyshev) 
1) Montrer que B’ est une base de R3[x]. 
2) Donner la matrice de passage P de B à B’ ainsi que son inverse est P-1 
3) On considère l’endomorphisme T de R3[x]  défini par : ∀p∈R3[x]  T(p)=p’ 
 a) Donner la matrice représentative de T relativement à la base B. 
 b) En déduire la matrice représentative de T relativement à la base B’. 

EXERCICE II : (D’après examen) 

Soit  la matrice, dans la base canonique B, d'un endomorphisme f de R
2
. 

Soit B’ = {e'1=(1,1) ; e'2=(2,1)} une autre base de R
2
. 

1) Donner la matrice de passage P ainsi que P-1. En déduire la matrice B de f dans la base B’. 
2) Calculer B

3 2
1 0

A
−⎛

= ⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟

n pour n∈N* et en déduire An pour n∈N* 
Application : Soient α et β deux réels non nuls et Eα,βl'espace vectoriel (de dimension 2) des suites 
(un) numériques réelles vérifiant, pour n≥1, la relation :(*) 1n nu u u 1nα β+ −= +    avec u1=a et u0=b 
1) Vérifier qu'on peut écrire la relation (*) sous la forme : 

1
1

. avec et
1 0

n
n n n

n

u
T A T T A

u
α β

+
−

⎛ ⎞ ⎛
= = ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠⎝ ⎠

⎞
= ⎟ T

1n

 En déduire que :   

2) Ecrire sous cette forme la suite (un) définie par :

1 1.n
nT A+ =

1 3 2n nu u u+ −= −    avec u1=1 et u0=0. 
3) En déduire l'expression de un en fonction de n. 

EXERCICE III :  
Soit E et F deux R-espaces vectoriels munis respectivement des bases : 
B = {e1,e2} et B ' = {f1, f2, f3} et soit T un élément de L(E,F) dont la matrice relativement aux 

bases B et B ' est :  

1) Déterminer une nouvelle base de F pour laquelle la matrice A' associée à T est ligne réduite 
échelonnée. 
2) En déduire la matrice de changement de base P telle que A'=P.A (faire un diagramme) 

3 1
2 1
1 1

A
⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

EXERCICE IV : (D’après examen) 
Soit E un espace vectoriel réel et u un endomorphisme de E vérifiant u2-5u+6Id=0 où u2=uοu ; Id 
est l’application identique de E et 0 l’application identiquement nulle de E dans E. On considère 
les deux endomorphismes p et q de E définis par : p=u-2Id et q=Id-p. 
1) Montrer que p et q sont des projecteurs (p2=p et q2=q) 
2) Calculer pοq ; qοp et p+q 
3) Soit E=R3 muni de sa base canonique B=(e1, e2, e3) et soit u l’endomorphisme de E dont la 

matrice dans la base B est 
7 1 1

1 1 7 1
3

1 1 7
A

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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 a) Montrer que p et q, définis comme précédemment, sont des projecteurs. 
 b) Déterminer la dimension et donner une base du noyau et de l’image de p et q  
 c) On considère les trois vecteurs f1=e1+e2+e3 ; f2=-e1+e2 et f3=-e1+e3. Montrer que B’=(f1, f2, f3) 
est une base de E et donner la matrice B de u dans cette base B’. Calculer Bn et en déduire An pour 
n∈N*. 
 d) Donner la matrice de p et de q dans la base B’. 

EXERCICE V : (D’après examen) 
Soit  R3[X] l’espace vectoriels des polynômes de degré ≤ 3 muni de la base canonique  
B = (e0, e1, e2, e3) où ∀x∈R    ei(x)=xi    i=0, 1, 2, 3 et soit a0, a1, a2 et a3 4 réels distincts 
On considère les quatres polynômes : 

1 2 3 0 2 3
0 1

0 1 0 2 0 3 1 0 1 2 1 3

0 1 3 0 1 2
2 3

2 0 2 1 2 3 3 0 3 1 3 2

( )( )( ) ( )( )( )( ) ( )
( )( )( ) ( )( )(

( )( )( ) ( )( )(( ) ( )
( )( )( ) ( )( )( )

x a x a x a x a x a x aP x P x
a a a a a a a a a a a a )

)x a x a x a x a x a x aP x P x
a a a a a a a a a a a a

− − − − − −
= =

− − − − − −
− − − − − −

= =
− − − − − −

 

1) Vérifier que Pi(aj) = 0 si i ≠ j  et Pi(aj) = 1 si i = j 
2) Montrer que la famille B’ = (P0,P1,P2,P3) est une base de R3[X] 
3) Donner la matrice de passage de B’ à B 

4) En déduire que la matrice   est inversible 

2 3
0 0 0

2 3
1 1 1

2 3
2 2 2

2 3
3 3 3

1
1
1
1

a a a
a a a

Q
a a a
a a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜=
⎜
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟
⎟

5) Donner les composantes d’un polynôme quelconque p(x)=α 0+α 1x+α 2x
2+α3x

3 de R3[X] dans la 
base B’ 

EXERCICE VI : 
Soit R3[x] l’espace vectoriel des polynômes de degré ≤3 muni de la base canonique B=(e0 e1 e2 
e3)  avec ei(x)=xi    i=0, 1, 2, 3. On considère la famille de vecteurs B’=(f0  f1  f2  f3) avec :  
f0(x)=1    f1(x)=x f2(x)=-1 + 2x2  et  f3(x)=-3x + 4x3 (les 4 premiers polynômes de Chebyshev) 
1) Montrer que B’ est une base de R3[x]. 

2) Vérifier que la matrice de passage de B à B’ est 

1 0 1 0
0 1 0 3
0 0 2 0
0 0 0 4

P

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎟    et son inverse est  

1

11 0 02
30 1 0 4

10 0 02
10 0 0 4

P−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3) On considère l’endomorphisme T de R3[x]  défini par : ∀p∈R3[x]  T(p)=p’ 
 a) Donner la matrice représentative de T relativement à la base B. 
 b) En déduire la matrice représentative de T relativement à la base B’. 
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