Travaux. Dirigés N°10
Bases et dimension

EL METHNI M.

EXERCICE I :
Dire, sans calcul, pourquoi les familles suivantes ne sont pas des bases de R?
) D;33) b({1;00) o(1;10;01)
EXERCICE Il : (D’apres examen partiel)
Soit F={x=(X; X, X3)eR® tq X;+x, +x3=0}
G={X=(X; X; X3)€R® tq X;-2X,+X3=0 et -x;+3X,-2x3=0}
1) Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels (pour étudiants intéresses
supplémentaires)de R® et donner une base pour chacun.
2) (Pour étudiants intéressés) Expliciter la décomposition d’un vecteur quelconque xeR® en
somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G.
EXERCICE Il :
Soit R® I’espace vectoriel des fonctions numériques réelles.
1) Montrer que les familles suivantes sont linéairement dépendantes :
(cos2x, 1, cos®) ; (2€*, 3e™, shx)
2) Montrer que les familles suivantes sont linéairement indépendantes :
(e*, e*, ) ; (Inx, xInx, X*Inx)
EXERCICE IV :
Pour quelles valeurs de « la famille : u1=(e,1,1), u,=(1,,1) et us=(1,1,) est une base de R*?
EXERCICE V : (D’aprés examen partiel)
Soit M;(R) I’espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 3 a coefficients réels et soit E le sous-
a b c
ensemble des matrices de laforme A=|c a b | oua,betcsontdes réels.

b ¢ a
1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de Ms(R). Quelle est sa dimension ? Décrire une
base de E.

2) Montrer que si AcE et BeE alors AB=BA<E.
EXERCICE VI :

X 2
SoitE = {( yj tg (x,y) e RZ} Rappelons que E est un espace vectoriel sur R.
y X

10 0 2
SoitU :(O J et V =(1 O] Montrer que la famille {U, V} est une base de E.

EXERCICE VII :
Soit My(R) le R-espace vectoriel des matrices carrées d'ordre n

1) Montrer que toute matrice A de M,(R) s'écrit comme somme d'une matrice symétrique et d'une
matrice antisymétrique. A=%(A+ tA)-i-%(A— ‘A)

2) Decomposer quelques matrices carrées sous cette forme.
3) Soit S le sous-ensemble de M,(R) des matrices symétriques et 7 celui des matrices
antisymétriques.

a) Montrer que S et 4 sont des sous-espaces vectoriels de My(R).

b) Montrer que M\(R) =S® A4
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4) Quelle est la dimension de Set celle de _74?

5) En déduire la dimension de My(R).
PROBLEME : (D’aprés examen partiel)
Soit Ry[x] le R-espace vectoriel des polynémes de degré < 2. Soit B=(eo; e1; €2) sa base canonique.
Vi=0,1,2 vxeR ej(x)=x
1) On considére les polyndmes f; définispar:fo=e1-ey fi=e,-eg fr=ep+er+e;
a) Montrer que B=(fo; f1; f2) est une base de Ry[x].
b) Exprimer les e; en fonction des f;.
2) Soit F={p = apep + a1e1 + axe2€R,[Xx] tel que ap + a; + a,=0}
a) Donner deux exemples de polyndmes de F.
b) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de Ry[x].
¢) Ecrire tout polyndéme de F en fonction de fy et f;.
d) Donner une base et la dimension de F.
3) Soit G={peRy[x] tel que JacR telquep=a(e; +e1+e)}
a) Donner deux exemples de polyndmes de G.
b) Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R;[x].
c) Ecrire tout polyndme de G en fonction de f,.
d) Donner une base et la dimension de G.
4) (Pour étudiants intéresses)
a) Déterminer FNG
b) Montrer que F et G sont supplémentaires.
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