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. Primitives et intégrales

I-1. Primitives d’une fonction continue

Définition 1 : On appelle primitive F d’une fonction numérique réelle f toute fonction F
dérivable telle que F’=f,

Remarque 1 : Si F est une primitive de f, alors toute fonction x — F(x)+c ou ceR est encore
une primitive de f. La réciproque est vraie sur un intervalle.

Conséquence : Soit D une réunion d’intervalles et F une primitive de f sur D. Alors I’ensemble
des primitives de f est I’ensemble des fonctions de la forme F+c ou c est une fonction
constante sur chaque intervalle de D.

Notation : (Leibniz) On note I f (x)dx I’ensemble des primitives de f.

\ Théoréme 1 : Toute fonction continue sur un intervalle possede des primitives sur cet intervalle.

I-2. Intégrale sur un segment

Définition 2 : Soit f une fonction continue sur un segment [a b] (a<b) et F une primitive de f sur
[a b]. Le réel F(b) - F(a) est indépendant de la primitive choisie, on I’appelle I’intégrale de f

sur [a b]. On note F(b)-F(a) = j[ab] f(x)dx =[F(X)].
Remarque 2 : La variable d’intégration x est une variable muette, elle peut étre remplacée par
toute autre variable : j[ab] f(x)dx = j[ab] f(t)dt...

Proposition 1 : Linéarité
Soient f et g deux fonctions continues sur [a b] et A un réel. Alors :

o [ (Fr)0ad=[ f0odc+[  g(xdx
. j[ab] (A)(x)dx = zj[ab] f (x)dx

Généralisation : Soient f;, f, ..., fy k fonctions continues sur [a b] et A1, A2 ..., Ak Kk réels.

k k
Alors : Af(X)dx=> A f. (x)dx
Jan oA OO =24 [ 6,00

Proposition 2 : Croissance
Soient f et g deux fonctions continues sur [a b] et telles que Vxe[a b] g(x)<f(x) alors :

J.[ab]g(x)dx < j[ab] f (x)dx

En particulier :
e Vxel[a b] 0<f(x) = osj[ab]f(x)dx

. U[ab] f(x)dx‘sj[ab]|f(x)|dx

Proposition 3 : Additivité
Soient f une fonction continue sur [a b] et ce]a b[ alors:

j[ab] f (x)dx = j[ac] f(x)dx + ch] f (x)dx
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Définition 3 : Soit f une fonction continue sur [a b]. On appelle valeur moyenne de f sur [a b]

le nombre : y:ﬁ (ot f (x)dx

Proposition 4 :
Soient f et g deux fonctions continues sur [a b] alors : U[ab](fg)(x)dx

< ?;Jb[])| f |_[[ab]g(x)dx

En particulier : |z < Sup|f|
[ab]

Proposition 5 : formule de la moyenne
Soit f une fonction continue sur [a b] alors il existe un point ¢ de [a b] tel que pu=f(c) ou

encore : j: f(x)dx=(b—a)f(c) (formule de la moyenne)

Notation étendue :
Soit f une fonction continue sur un intervalle | et a et b deux points de I. On définit le réel

I:f(x)dx par :
. Ibf(x)dx:o sia=Db
0 .
. j f(x)dx:j[ab] f(x)dx sia<b

. jb fogdx=—[ _f()dx sia>b

Relation de Chasles : Ib f(x)dx = Ic f (x)dx +_[b f (x)dx

Proposition 6 : fonction définie par une intégrale
Soit f une fonction continue sur [a b] alors pour tout x et ¢ de [a b] la fonction F définie sur [a

bl par: F(x)= LX f (t)dt est continue et dérivable et de dérivée F’=f. C’est la primitive de f qui

s’annule en c.
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[I. Calcul des Primitives

I1-1. Primitives des fonctions usuelles

Intervalle Fonction Primitives
R+* X" (m=1) K™
+cC
m+1
R.* ou R* X" In|x|+c
R-{a} (x-a)™ In|x-a|+c
R.* Inx xInx-x+c
AX
R e™” (A #0) Lomic
R a* (a>0 et a=1) 1
—a“+c
Ina
R cos(Ax) (A #0) % Sin x4 C
R sin(Ax) (A =0) —lcos/lx re
A
} T z[ tanx -In|cosx|+c
2 2
+
}—Z f[ —— oul+tan®x tanx-+c
2 2 COS” X
10 =[ 1 __t
sin? x tan x
R ch(Ax) (A #0) %sh/lx Lo
R sh(Ax) (A #0) %ch/lx te
R thx In(chx)+c
+
R Lz ou 1-th*x thx+e
ch®x
Rs*ouR* 1 1
sh®x thx
R 1 2Arctane* +c
chx X
2Arctanth 2 = Arctanshx + ¢
*
R L In thﬁ +C
shx 2
R-{n/2+nZ
{n/2+nZ} — In tan(§+£j+c
COSX 2 4
R-nZ 1 X
—_— Injtan—|+¢
sin x
R — (a=0) Larctan® 1 c
X" +a a a
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]-0 a[ou ]-a aJ ouJa oo : 1 _ (@0) iln X+a
a —X 2a |x—a
I-a al __t (a>0) Arcsin5+c
R __t (aeR¥) In(x+\/x2+a2)+c
Ja?+x?
Rl-a al % (aeR.*) In‘x+\/x2—a2 +C
X“—a

I1-2 Changement de variable

Théoréme 2 :

Soit ¢ une fonction de classe ¢* sur [a b] et f une fonction continue sur ¢ ([a b]) alors :

[[ oo de=["" f bt

»(a)

11-3 Intégration par parties

Théoréme 3 :
Soit u et v deux fonctions de classe ¢* sur [a b] alors :

'[: u'(x)v(x)dx = [u(x)v(x)]. - I: u(x)v'(x)dx

.[u'v=uv—juv'

Théoréme 3 bis : Intégration par parties généralisée
Soit u et v deux fonctions de classe " sur [a b] alors :

.[u(”)v =u" Dy —u" Ay (D) uv ™ (—1)”_[ uv®™
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[ll. Intégration des fonctions rationnelles

I11-1. Généralités sur les fonctions rationnelles
pP(X
—( ) ou

Définition 1 : On appelle fonction rationnelle f une fonction numérique réelle f(x)= 0
q(x

p(x) et q(x) sont deux fonctions polynomiales.

Remarque 1 : Si d°(p(x))< d°(q(x)) on dit que f(x) est propre sinon on peut toujours, par division
euclidienne de p(x) par q(x) ramener f(x) a la somme d’une fonction polynomiale e(x) appelée
partie principale et d’une fonction rationnelle g(x) propre : f(x)= e(x)+g(x).

Dans toute la suite on considere que f(x) est propre.

Définition 2 : On appelle élément simple de premiére espéce une fonction rationnelle de la

forme

—ouneN* aeRet acR.

On appelle élément simple de deuxieme espéce une fonction rationnelle de la forme

__Pxry ol neN* b, c, B et y sont des réels et b*-4c<0
2 n
(X“+bx+c)

Théoréme 4 : Décomposition en éléments simples
Toute fonction rationnelle (propre) f(x) se decompose de maniere unique comme somme
d’éléments simples de premiére espece et d’éléments simples de deuxieme espéce.

0-3(E ks )3 S|

k=1 j=1

ol Z p, + 22 g, = degré du dénominateur de f (x)

i=1 j

I11-2. Méthode d’intégration des fonctions rationnelles

e La partie principale e(x) (polynomiale) s’integre terme a terme.
e Les éléments simples de premiére espéce :

sin=1 I(x?a

dx=aln|x—a|+c sin#l _[( 0‘)ndx=10[n(x—<’:1)l_“rC
X—a —

e Les éléments simples de deuxieme espece :

o On transforme x*+bx+c en (x-p)*+g?
o On fait le changement de variable : x-p=qt pour obtenir

jﬂ(p i qt)+7 I ﬂltﬂ/l —dt qui s’exprime au moyen de deux intégrales :

q*" (L +t%)"
2 L q+t)sinzl
| _J~ t dt_lj‘d(l+t)_ 2(1-n)
"l 1+t2)"
a+t) d+t) %In(1+t2) sin=1
= I (1 dt qui sera calculée le plus souvent en posant

t=tang (|¢|<%J Jn:ICOSZ“‘Z(pd(p
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IV. Intégrales se ramenant & des intégrations de fonctions rationnelles

IVV-1. Fonctions rationnelles en sinx et cosx

Technique : Soit f une fonction rationnelle en sinx et cosx, c’est-a-dire f(x) = i))(() ou p(x) et
g(x) sont deux polyndmes trigonométriques.

Régles de Bioche : Un changement de variable adéquat est obtenu par une nouvelle variable
invariante par la méme transformation qui laisse invariant f(x)dx.

o Si f(x)dx est invariant par la transformation : x — -X, on prendra t=cosx

e Si f(x)dx est invariant par la transformation : x —n-x, on prendra t=sinx

e Si f(x)dx est invariant par la transformation : x —m+x, on prendra t=tanx sur des intervalles ou
t est défini.

. X 2 .
» Dans tous les cas, on peut prendre pour variable t = tanE dx = 1 dt sur des intervalles

+12

ne contenant pas n+2kn keZ.
2

—— sinx= tan x =
t? 1+1t? 1-t?

Rappel : cosx = 1

1VV-2. Fonctions rationnelles en shx et chx

Technique : Soit f une fonction rationnelle en shx et chx, c’est-a-dire f (x) = PG ou p(x) et
X

p(x) sont deux polyndmes en shx et chx.

e On obtient un changement de variable en utilisant I’analogie sin <> sh et cos <> ch

e Dans tous les cas, on peut prendre pour variable t=¢*

e Dans tous les cas, on peut prendre pour variable t = thg dx = 12d:2
1+t 2t 2t
Rappel : chx = shx = thx =
PP 1-t? 1-t? 1+t?

IV-3. Fonctions rationnelles en x et v/ax® + bx+c (Intégrales abéliennes)
Technique : On écrit le trindme ax®+ bx+c sous forme canonique

) b b®> —4ac .. .
ax“+bx+c=a X+§ —d etd:4—az.Sl d=0 on se raméne par un changement de

variable t = ﬁ(x +%) au calcul de la primitive d’une fonction rationnelle en t et I’un des
trois cas suivants :

o \/1—7t2 : on pose t=cosu avec ue[0 =] ou t=sinu avec ue[-n/2 /2]

e Jt2-1 :on pose t=echu avec teR", =1 si les valeurs de t correspondant au domaine
d’intégration sont positives, =-1 sinon.

o ﬂ : on pose t=shu avec ueR ou t=tanu avec ue[-n/2 w/2]

Cas particulier : Fonctions rationnelles en x et v/ax+b
On effectue le changement de variable : t =+ax+b
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] . / X +
1VV-4. Fonctions rationnelles en x et a 3 avec ad-bc#0 et n>2
CX +

n_ _ n-1
Technique : On poset = g/ &X+D yone 7 = ax_+b doix= 3 =0 o4 g N(ad —bejt™ bc)t2 dt
cx+d cx+d —ct"+a (-ct"+a)

On se ramene donc au calcul de la primitive d’une fonction rationnelle en t.
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V. Notions sur les equations différentielles

V-1. Equations différentielles du premier ordre

Définition 1 : On appelle équation différentielle du premier ordre une équation de la forme :
(BE) y’=f(x.y)
ol X est une variable réelle, f une application d’un ouvert 0 de R* dans R, y une fonction
numérique réelle (inconnue) de la variable x et y’ la dérivée de y.
Une solution de I’équation (E) est la donnée d’un intervalle ouvert IcR, et d’une application
y . 1 - Rtelles que Vxel y’(xX)=f(x, y(x))
Résoudre I’équation (E) c’est trouver I’ensemble des solutions Sy de (E). On dit aussi
intégrer I’équation (E).

Définition 2 : Une solution (I, y) de (E) est dite maximale si pour tout intervalle Jol J=I, il
n’existe pas de fonctiony : I — R telle que y’(x)=f(x, y(x)) VxeJ.

Remarque 1 : Pour une méme équation on peut avoir plusieurs solutions maximales.

Théoréme 5 : (existence et unicité)

f:0 > R
Soit O un ouvert de R? et soit une application continue telle que a
(uv) > f(u,v) ov

existe et soit continue dans O. Alors pour tout (Xo,Yo) de O il existe une solution maximale, et
une seule, de I’équation (E) telle que y(xo)=Yo « condition initiale ».

IVV-2. Equations différentielles linéaires du premier ordre

Définition 3 : Ce sont les équations de la forme : (E) y’=f(x,y)=a(x)y+b(x) ou a et b sont des
applications définies et continues sur un intervalle IcR. a(x) et b(x) s’appellent les
coefficients de I’équation (E).

Définition 4 : Une équation linéaire (E) y’=a(x)y+b(x) est dite homogéne si b=0 pour tout x de I.
L’équation homogene associée a une équation linéaire (E) y’=a(x)y+b(x) est (En) y’=a(x)y.

Lemme 1 : Siy; et y, sont deux solutions de (E) alors y;-y, est une solution de (En).

Corollaire 1 : La solution générale de I’équation (E) s’obtient en ajoutant a la solution générale
de (En) une solution (particuliere) de I’équation (E).

Proposition 1 : Les solutions maximales de (Ey) y’=a(x)y sur | sont les fonctions y(x)=ke*® ou k
est une constante quelconque et A est une primitive de a sur .

Théoréme 6 :
La solution générale de I’équation (E) y’=a(x)y+b(x) sur I est de la forme y(x)=ke*®+I(x)e
ol k est une constante quelconque et | est une primitive fixée de b(x)e .

A(X)

Cas de seconds membres particuliers :
0 Si b(x)=e*
On cherche une solution particuliere sous la forme :
i. y=xe¥sisza
ii. y=Axe¥sis=a
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® Si b(x) est un polynéme de degré n, b(x)=P(x)
On cherche une solution particuliere sous la forme y=Q(x), ou Q(X) est un polynéme de
degré :
i. nsiaz0
ii. n+lsia=0
® Si b(x)=e¥P(x) ol P(x) est un polyndme de degré n
On cherche une solution particuliere sous la forme :
i.  y=e¥Q(x), ot Q(x) est un polyndme de degré nsis = a
ii.  y=e¥Q(x), ol Q(x) est un polyndme de degré n+1sis=a
®Si b(x)=by(x) + by(x)
Soit y; une solution particuliere de (E1) : y’=a(x)y+b1(X) et y, une solution particuliére de
(E2) : y’=a(x)y+b(x) alors y; + y, est une solution particuliere de (E) : y’=a(x)y+b(x)

V-3. Equations différentielles linéaires du second ordre

Définition 5 : Ce sont les équations de la forme : (E) y’’+a(x)y’+b(X)y=c(x) ou a , b et ¢ sont des
fonctions données définies et continues sur un intervalle IR et y est une fonction (inconnue)
de la variable x, définie sur I.

Proposition 2 : Pour tout x de I, il existe une et une seule solution maximale y telle que y(Xo)=Yo
et y’(xo)=Yy’o OU Yo et y’o sont deux réels fixés (conditions initiales)

Corollaire 2 : Si ¢c(x)=0 pour tout x de I, I’ensemble des solutions de I’équation (E) est un espace
vectoriel de dimension 2.

Définition 6 : Une équation linéaire du second ordre (E) : y’’+a(x)y’+b(x)y=c(x) est dite
homogene si c=0 pour tout x de I. L’équation homogéne associée a une équation linéaire (E)
est (En) : y’+a(x)y’+b(x)y=0.

Lemme 2 : Si y; et y, sont deux solutions de (E) alors y;-y- est une solution de (Ep).

Conséquence : Pour avoir toutes les solutions de (E) il suffit de connaitre toutes les solutions de
(En) et une solution (particuliere) de (E).

Définition 7 : Une équation différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants est
une équation de la forme : (E) y’’+ay’+by=c(x) ou a, b sont des constantes et ¢ est une
fonction donnée définie et continue sur un intervalle IcR et y est une fonction (inconnue) de
la variable x, définie sur 1. On appelle équation caractéristique de (E) I’équation r>+ar+b=0

Théoreme 7 : Soit A le discriminant de I’équation caracteristique de (E).

© Si A>0 (2 racines réelles distinctes r; et ry) alors la solution générale de I’équation
homogeéne (En) est donnée par : y = ™ + @, o1 et ap sont deux réels quelconques.

® Si A=0 (1 racines réelles double r;) alors la solution générale de I’équation homogene (En)
est  donnéepar: y=cae" +a,xe™ o et o, sont deux réels quelconques.

®Si A<0 (2 racines complexes conjuguées ri=u+iv et r,=u-iv) alors si v=0 la solution générale
de I’équation homogeéne (En) est donnée par : y =e™ (o, COSVX + r, SiNVX) a1 et o sont deux
réels quelconques.

Cas de seconds membres particuliers :
0 Si c(x)=e>
On cherche une solution particuliere sous la forme :
iii.  y=re®sisn’est pas une racine de I’équation caractéristique
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iv.  y=Axe™ sis est racine simple de I’équation caractéristique
V.  y=Ax2e*si s est racine double de I’équation caractéristique
® Si c(x) est un polynéme de degré n, c(x)=P(x)
On cherche une solution particuliere sous la forme y=Q(x), ou Q(X) est un polynéme de
degré :
iii.  nsib=#0
iv. n+lsib=0etaz0
V. n+2sib=0eta=0
® Si c(x)=e”P(x) ou P(x) est un polynéme de degré n
On cherche une solution particuliere sous la forme :
iii.  y=e¥Q(x), o Q(x) est un polyndme de degré n si s n’est pas une racine de I’équation
caractéristique
iv.  y=e¥Q(x), ot Q(x) est un polyndme de degré n+1 si s est racine simple de I’équation
caractéristique
v.  y=e¥Q(x), ol Q(x) est un polynéme de degré n+2 si s est racine double de I’équation
caractéristique
®Si c(x)=ca(X) + c2(x)
Soit y; une solution particuliére de (E1) : y”’+a(X)y’+b(x)y = c1(x) et y2 une solution
particuliere de (E,) : y’’+a(x)y’+b(x)y = c(X) alors y; + Y, est une solution particuliére de
(E) 1y +a(x)y’+b(x)y=c(x)
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VI. Formulaire

VI-1. Trigonometrie (euclidienne)

Formule fondamentale : Pour tout réel a : cos’a + sin’a =1

Equations fondamentales :

cosx = cosa <JkeZ x=a+2km ou x=-a+2km  sinx =sina <3keZ x=a+2km ou x=r-a+2kn
tanx = tana <3dkeZ x=a+kn

Angles associes :

cos(-X) = cosx sin(-x) = -sinx tan(-x) = -tanx
COS(m+X) = -C0SX sin(rt+x) = -sinx tan(m+x) = tanx
cos(m-X) = -COSX sin(w-x) = sinx tan(n-x) = -tanx
€0S(mt/2-Xx) = sinx sin(m/2-x) = cosx  tan(n/2-X) = cotanx

cos(m/2+x) =-sinx  sin(m/2+x) = cosx  tan(m/2+x) = -cotanx

Formules d’addition : Pour tout couple (a,b) de réels

cos(a+b) =cosacosb—sinasinb cos(a—b)=cosacosb+sinasinb

sin(a+b) =sinacosh+cosasinb (sina—b)=sinacosb—cosasinb
tana +tanb

tan(a+b) = —— 2T o b atb=Z(mod.z) tan(a—b)=
1-tanatanb 2

tana—tanb

—ana= 9B 4 ba+b =2 (mod.x)
l+tanatanb 2

Formules de linéarisation : Pour tout couple (a,b) de réels

cosacosh = %[cos(a +b)+cos(a—b)] sinasinb= %[cos(a —b)—cos(a+b)]

sinacosh = %[sin(a +b)+sin(a—b)]
Formules de factorisation : Pour tout couple (p,q) de réels

P9 cos p—q} COS p—C0Sq = —Z{Sinwsinﬁ}
2 2 2 2

sin p+sinq:2[sin p;qcos p;q} sin p—sinqzz[sin p;qcos p;q}

COS p+Cosq= 2{003

acosx+bsinx=rcos(x—¢@) avecr=+a’*+b’ et ¢ e]-x ] défini par COS(pzE et singo=9
r r

Formules de duplication : Pour tout réel a
cos2a =cos’a—sina=2cos’a—-1=1-2sin’a

, : 2tana
sin2a = 2sinacosa tan2a=—2a,2a¢%(mod.7z)
n

2

) 2t
> Slna=—— tana= 5
+t 1+t 1-t

En posantt = tan% a,2a+# %(mod JT) cosa= 1

Fonctions circulaires réciproques :

y = Arcsin x X=siny y = Arccosx X =CO0SYy
xe[-1 11 ye{—% %} ve[-1 1 Tlyelo A
y = Arctanx x=tany
X € |- -+w[¢> ye}—z: +§{
2 2
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Dérivées :
sin'x=cosx cos'x=-sinx tan'x=1+tan’x=—
CO0S” X
M 1 1 1 1
Arcsin'x =————Arccos' X =— Arctan'x = >
1—x? 1—x? 1+ X

VI-2. Trigonométrie (hyperbolique)

Formule fondamentale : Pour tout réel a : ch?a - sh’a =1
Formules d’addition : Pour tout couple (a,b) de réels
ch(a+b)=chachb+shashb ch(a—b)=chachb-shashb
sh(a+b)=shachb+chashb sh(a—b)=shachb-chashb
th(a+b) = tha+thb th(a—b) = tha—thb

1+thathb 1-thathb

Formules de linéarisation : Pour tout couple (a,b) de réels

chachb :%[ch(a+b)+ch(a—b)] shashb =%[ch(a+b)—ch(a—b)]

shachb :%[Sh(a+ b) +sh(a—-b)]

Formules de factorisation : Pour tout couple (p,q) de réels

ch p+chq:2{ch ijqchﬂ} ch p—chq:Z{sh erqshu}
2 2 2 2

sh p+shq:2{sh p+qchM} sh p—shq:Z[ch erqshﬂ}
2 2 2 2

Formules de duplication : Pour tout réel a
ch2a = ch®a +sh’a = 2ch’a-1=1+2sh’a

sh2a =2shacha th2a:2t—haz1
1+th"a
2
Enposantt:thE cha=l+t2 sha= th tha= 2t2
2 1-t 1-t 1+t
Fonctions hyperboliques réciproques :
= Argchx X=ch = Argthx
y J & y y = Argshx < x=shy y J < x=thy
x>1 y>0 -1<x<1
Dérivées :
sh'x=chx ch'x=shx th'x=1—th’x= 12
ch*x
Arcsin'x = Argchs'x = Argth'x = >
x*+1 x2 -1 1-x
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