Travaux, Dirigés N°1

Primitives des fonctions usuelles
EL METHNI M.

Exercice | :
1) Trouver les primitives suivantes :

a) [(3x+4x’)dx  b) j%

2 1y3
J-(3x étx +1) dx
X

2 3
d) J-(3><——;1x+1)dx e) j(sin2x+cosx)dx f) Isinxcos3xdx

2) Calculer les intégrales suivantes :

a) J‘_llx|x|dx b) _fo%sinzxcosxdx

Exercice 11 :
Trouver de deux manieres les primitives suivantes :

a) j 4x(1+6x%)dx  b) j xX(x}+2)%dx ) j e* (e +1)%dx

Exercice 111 :
Trouver les primitives suivantes :

1
2) J'2x+1

Exercice IV :

3

dx b) jxffgdx 0 dex d) [X—ax

(x* +4x+1)° 1-x

avec a=0

On considere la fonction : f(x) = ax+b
X+d

1) Donner une expression simple de g(x) = f(x)—% et calculer jg(x)dx

2) Deduire de ce qui précede j f (x)dx

Application : Calculer a) f4x+6 X b) J X+f
2X+
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Travaux, Dirigés N°2

Intégrales, propriétés
EL METHNI M.

Exercice | :

f et g sont deux fonctions telles que : J': f(x)dx =5et IOS g(x)dx =8

Calculer _[03h(x)dx ou Vxe[0 3] h(x)=7f(x)-2g(x)
Exercice Il :
Pourquoi est-il faux d’affirmer que J‘_lz(x2 +1)dx=-4 ?

Pourquoi est-il faux d’affirmer que IOZ”\/l—sin2 0de =0 ?

Exercice 11 :
Trouver I’erreur dans le calcul suivant :

I;” J1—sin? xdx = J'OZH Jcos? xdx = _[02” cosxdx =[sinx]." =0-0=0

Exercice IV :
Montrer, a I’aide d’un contre-exemple, qu’en général si f et g sont deux fonctions intégrables sur

[a b] onn’apas necessairement : Ib f(x)g(x)dx = J.b f (x)dxjb g(x)dx
Exercice V :
1) Montrer que si f est paire alors : f f(x)dx = 2_[: f (x)dx

2) Montrer que si f est impaire alors : _[_a f(x)dx=0
3) Montrer que si f est périodique de période T alors :
[ f0oax =] foodx et [ f(odx=n[ f(x)dx

Exercice VI :
Sans chercher a les calculer, préciser quelle est la plus grande des deux intégrales proposées :

a) jolcos(xz)dx et jolcos(x&)dx b) jfexzdx et f(e*)zdx

Exercice VII :
Sans chercher a calculer les intégrales proposées, établir les encadrements :

,[ 2
2£j:\/4+x2dxs\/§ OSJ'OAX\/tan xdxsg—2
Exercice VIII :

1) Montrer que la valeur moyenne sur [a b] de f(x)=ax+p est f (aTer)

2) Interpréter géométriquement.
Exercice IX :

1+
. . "(‘nsin(74) o
Calculer la limite de la suite (Uy,) définie par : U, = T dx (Indication : formule de
+ X
1

la moyenne).

Université Pierre Mendes France UFR SHS Licence MIASSL1  Analyse Niveaul EL METHNI M Page-2-



Travaux. Dirigés N°3

Intégration par changement de variable
EL METHNI M.

Exercice I :
Trouver les primitives suivantes :

X o o e _ 1
2 J\/l—xe " ) "‘\/4—(x+2)2 x 9 J.4x2+9

d) [——dx

1 1
e) | ——dx f) | ———dx
9-x* ) j\/x2+1 ) I\/4x2+9
X arctan x , ) 3
9) '[—1+3x2 dx  h) I—1+x2 dx i) jx V1+x°dx

Exercice Il :
1) Montrer que le changement de variable t=a+b-x permute les bornes a et b dans une intégrale

dx

2) Application : Calculer IO%In(lthan x)dx

Exercice Il :
- 37 1 :
On se propose de calculer I’intégrale : | = J'O Al ——dx en effectuant | changement de variable
+sin° X
t=tanx.
1) Montrer que dx = at et que sin® x ——2
1+t? 1+t*
: 11
2) Montrer que ce changement de variable transforme l en | = Io i 20 dx
+

3) Expliquer pourquoi il est inutile de continuer le calcul en exhibant I’erreur.

Exercice IV :
1
A tout couple (a,b) de réels strictement positifs, on associe 1, = IO (1-x)*x"dx
Montrer, grace a un changement de variable que : 1 p)=lp,a
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Travaux, Dirigés N°4

Intégration par parties
EL METHNI M.

Exercice I :
Calculer les intégrales suivantes :

a) I:Lexm xdx b) I:J'O”xsin xdx ¢) |:J'Ofrxz cosxdx  d) I:Io%xcosnxdx avec ne N
e) |:J.b(2X2 —6x+4)sin3xdx ) I:J':(sz —4)e*dx Q) |:J.01(X—2)e%dx
) 1=[, =~ DX i) 1= xy T xae

Exercice 11 :
- N\ - 7 s — - I —
On considere les deux intégrales : | = IO e *sin2xdx et J= _[O e " cos 2xdx

1) Trouver deux relations entre | et J en intégrant par parties
2) En déduire | et J.

Exercice 111 :
1
Pour tout neN, on considere I’intégrale : |, = IO X"v1- xdx
1) Calculer I.

2) Calculer 1, par une intégration par parties
3) Montrer que pour tout neN* on a (3+2n)l,=2nl.1. En déduire I, lzet I4

Exercice IV :

1) Calculer: 1(x) = J

smt
cos® t

tsmt

2) Par une intégration par parties déduire de ce qui précede F(x) = f dt Calculer F(n/4).

Exercice V :
: . i 1
A tout couple (a,b) de réels strictement positifs, on associe 1, = IO (1-x)*x"dx

1) Montrer, grace a un changement de variable que : l@ap=lp.a)
2) Calculer 1) lorsque a=0 ou b=0

3) On suppose b>1 ; exprimer I p) en fonction de la+1,6-1

4) En déduire la valeur de Iz pour neN*,
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Travaux, Dirigés N°5

Intégration des fonctions rationnelles
EL METHNI M.

Exercice I :
Effectuer la division euclidienne de p(x) par q(x) dans les cas suivants :

a) p(X)=x*- - X*+4x-5  q(X)= XP+x-2

b) p(x)=x>+8x3+12x q(x)= x*+6
Exercice 11 :

Décomposer en éléments simples les fonctions rationnelles suivantes :

A 00= g D) Flx =Xt s 01005 4X1)2 D 0=
Exercice 111 :

Calculer les primitives suivantes :
3
a)JX;Zde o) [ 40 o [ ax d)J;zdx
(2x-3) X ( +4) (x*=1) L+ x)(1+x%)
Exercice IV :
Soit xeR\{-1}

1) Calculer J %dt
o (I+t)(1+1%)

2arctan
2) Calculer F(x) = J Mdt en se ramenant a la question précédente par une intégration par

parties.
3) Calculer lim F(x)
EXERCICE V :
1) Trouver trois réels a, b et c tels que : 2t = . bt+f
@+t)Q+t7) (@Q+t) (@+t9)
77 .
2) Calculer : j ’ _smx dx
o l1+sInX+cosx
Exercice VI :
Calculer :
chx j 1 j 1 ’ 1
a dx b)| ———dx ¢)[|———dx d)| —————0dx
)J shx ) sin X +sin 2x ) 5+4sinx )L 2+x(4-x)
Exercice VII :
Calculer :
1
a) | ———=——=0dx enposant t="<1+x
)./ V1+ X1+ x P
b) ;dx en posant x =2sint
J xdJ4—-x?
c) “?OSX dx enposant t=+/cosx
J sinx
UFR SHS Licence MIASSL1  Analyse Niveaul EL METHNI M Page-5-

Université Pierre Mendes France



Travaux, Dirigés N°6

Intégrale de Riemann
EL METHNI M.

EXERCICE I :

1 1
Calculer en utilisant la définition de I’intégrale de Riemann : | = IO xdx J= IO x2dx

n

Rappel : z. =@ Sie = n(n +1)6(2n +1)

EXERCICE Il :
Soit x>0

n-1 X X _
1) Montrer que lZe% _1 d 1
n k=0 n e% _1

n-1 X X _
2) En déduire que |im[12e%j= e -1

n—o0 X

N>
3) Déduire de ce qui précéde que _[OX e'dt=e*-1
EXERCICE Il :

1) Pour 0<g<1 calculer rln xdx , en déduire que Iolln xdx = —1
On considére la suite (Uy,) définie par: U, = %(n!)% n>1

2) Montrer que limInU = Olln xdx . En deduire

n—owo

limU,

n—oo

3) Donner un équivalent, a I’infini, de (n!)}/n . Peut-on avoir n!~(ﬂj

€
EXERCICE IV :

0

1) Utiliser la définition de I’intégrale de Riemann pour montrer que :
.1 a 2a (n-L)a) sina
lim—| 1+ cos—+coS— +---+ COS =

2) Calculer lim = Zn + Zn - 2” :
oen\n“+1 n°+4 n°“+n
EXERCICE V :

1) a étant un réel donné, montrer que la suite de terme général

a’ 2a’ na’ .
U,(a)= + 4ot est convergente et calculer sa limite U(a).
nn?+a’> nJn®+4a’ nvn? +n%a?

2) Calculer Iimu(f)
a->0 g
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Travaux, Dirigés N°7

Calcul intégral : Problémes
EL METHNI M.

Exercice | :
Onpose |, = J.le xdx et |, = Lex(ln x)"dx

1) Calculer Iy et I4
2) Etablir une relation de récurrence entre I, et I,.; pour tout ne N*
3) Montrer que la suite de terme général I, est décroissante et minoreée.
4) Calculer liml, et limnl,
Exercice Il :

Soit o un réel strictement positif. Pour tout neN* on pose : U, = J'Oa e "t

(On ne cherchera pas a calculer Uy).

1) Montrer que VteR e* <1. En déduire le sens de variation de la suite (Un).

2) a) Montrer que pourn>2ona: jo%””e‘“‘zdt < Ii
nn

. : o1
b) Montrer qu’il existe un entier ng, tel que pour n>ng on ait : ™ <a
nn

c) Montrer que : 0<J'a e ™t < a_i e’/(lnmz
Hon Inn

3) Déduire de ce qui précéde que la suite (Uy) est convergente et calculer sa limite.
Exercice I11 : Intégrales de Wallis

On considére la suite (I,) définie par: | = L)Asinn xdx

1) Calculer Iy et Iy
2) Montrer que la suite (1) est convergente.
3) Etablir une relation de récurrence entre I, et I, pour tout neN.
4) Montrer que le produit (n+21)I,, I+ est constant.
: . .
5) Calculer : liml, lim—=2 et liml </n

n—w n—oowo | n—oo
n

6) Calculer I, et 15,41 sous forme de produits et en déduire une suite de rationnels convergent vers
s

Exercice IV :
t-1 .
f(t)=—— site|0 1
® Int E] [
On considere la fonction f definie sur [0 1] par: < f(0)=0
f(1)=1

1) Montrer que :
a) f est continue sur [0 1]
b) vxe[0 1] 0<f(x)<1
c) Vxe[0 1] f(x) - 2f(x2) = -xf(x)

On pose : |=j:f(t)dt et vxelo 1] I(x):J'le(t)dt et J(x):f@dt

(On ne cherchera pas a calculer ces intégrales)
2) Soit K la fonction définie sur J0 1] par : K(x)=J(x%)-J(x)
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a) Montrer que K est dérivable surJ0 1] et que : K'(x) = %( f(x)-2f(x%))

tint
3) Calculer la dérivée de la fonction: g(t) =In(-Int) sur]0 1J.

b) En déduire que : vxe]0 1] I(x)=J Edt

En déduire que, pour tout élément x de ]0 1[ : J %dt]t:lnz ()
x2 1109 X

4) Montrer que, pour tout x de J0 1[ettouttde]0 x[ ona: Os_—1<_—1

Int  Inx
[
2Int

5) A partir de (*), (**) et (***) déterminer la limite de 1(x) lorsque x tend vers 0.
6) Etablir que, pour toutx de ]J0 1]: 1-1(x)= IOX f (t)dt. En déduire que 0< 1 - I(x) < x

<X (***)

En déduire que, pour toutx de]0 1[: 0< <1
X

7) En déduire (finalement!) que | = In 2
Exercice V :
- s yroaz 1 2 (n—ly
On considére, pour neN, I’intégrale : 1, =IO (1-x%) 72dx
1) Calculer lg, Iy, Iz et I3
2) Etablir, pour n>1, la relation de récurrence nl,,=(n-1)1,2 (On pourra utiliser une intégration par
parties).
L ! 0% ! 2\4
3) En déduire jo (1-x%)"2dx jo (1-x?)"dx
4) Que devient I, par le changement de variable xsin t ? Retrouver alors les valeurs de I, 1, I, et 13

5) Montrer que |, = Io%sin“tdt

6) Calculer les intégrales .[Oé (cos®t +sin®t)dt et IOA (cos’t +sin® t)dt

Exercice VI :
On considere, pour neN, les intégrales :

T,

’ G & % .
|n = J'Oésin” tdt |2n — '[OésinZn tdt I2n+l :J Sin2n+1 tdt H2n — f 20082n tdt H2n+1 _ J‘OA COSZMl tdt
0 0

1.35.---.(2n-3).(2n-1)
2.4.6.---.(2n-2)2n

1) Etablir, pour n>1, la relation de récurrence nln,=(n-1)I,., (On pourra utiliser une intégration par
parties).
2) Calculer I, et Ions

Onpose: a, =

1
(2n+1)a,
4) a) Que devient Hy, si on effectue, dans cette intégrale, le changement de variable :
x=+/ntant avec Osts”2 ?

b) Que devient Han41 Si On effectue, dans cette intégrale, le changement de variable :
x =+/nsint avec Ogtg%

3) Montrer que H,, =1,, :%an et Hyp = lopa =

Université Pierre Mendes France UFR SHS Licence MIASSL1  Analyse Niveaul EL METHNI M Page-8-



c) Donner alors les expressions les plus simples possibles des intégrales :

['e]

| S .
A = —Xnet B, :J (1—)(—} dx en fonction de n, a, et .

x> n
0 (l+ nj

5) a) Montrer que Yn>0 Hane1 < Hop < Hapa

0

b) En déduireque\/ 2n <a,vzn <1
2n+1

c) Trouver la limite, quand n — « de a,~zn, de A, et de B,.
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